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捞 界 充满 着 韦 盾 .例如 ,在 社会 活动 中 一 部 分 人 因为 相似 的 利 
瘟 而 结盟 ,以 便 对 抗 另 一 部 分 人 。 这 类 对 抗 .竞争 . 冲突、 联盟、 合 
作 、 谈 判 现象 引起 了 哲学 家 们 的 兴趣 。 毛 泽 东 的 经 典 著作 《 韦 盾 
Ye HEURE SOUL BEST T OS EG RE SHAS HT RL 
RMN? 

数学 历史 悠久 ,并 且 不 断 发 展 前 进 ,被 称 为 “科学 的 语言 ”。 在 
20 进 纪 前 , 它 最 有 效 的 应 用 范围 是 天 文 . 物 理 .力学 等 上 所谓 精确 的 
自然 科学 .由 于 概率 论 与 统计 理论 的 发 展 , 数 学 又 逐渐 应 用 于 生物 
科学 与 社会 科学 ,而 分 析 矛 盾 现 象 的 数学 方法 和 理论 也 是 在 这 一 . 
背景 下 于 本 世纪 初 开 始 萌芽 并 逐步 发 展 起 来 的 ,这 个 数学 分 枝 称 
为 对 策 论 (Game Theory), 

数学 研究 的 方法 是 从 大 量 的 同类 现象 中 抽象 出 基本 要 宗 , 进 
一 步 构 造 出 能 描述 这 类 现象 的 模型 。 许 多 冲突 模型 在 游戏 中 就 存 
在 ,对 策 论 早期 就 是 由 研究 国际 象棋 开始 的 ,所 以 被 命名 为 Game 
Theory。 人 们 很 快 认识 到 此 种 理论 可 用 于 经 济 、 政 治 、 军 事 等 领 
域 , 所 谓 * 址 事 纷争 一 祺 局 ”, 正 说 明 其 中 一 些 道理 。t1944 SEIS - i 
iK & (John, Von Neumann) Fl « 摩根 斯 特 恩 (Osker Mor-gen- 
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stern) & € 8j (GE Bit 5 BYAFA 3g 3 (Theory of Games and Eco- 
nomic Behavior) 问 志 , 总 结 了 初期 研究 成 果 , 葛 定 了 对 策 论 的 基 
础 。 由 于 该 理论 主要 讨论 在 复杂 的 下 盾 冲突 等 活动 中 ,局 中 人 
(player) 采 取 何 种 合理 的 策略 (strategy) 而 能 处 于 “优越 ”的 地 位 ， 
以 便 取 得 较 好 效益 ,所 以 将 它 译 为 对 策 论 。 

常见 的 游戏 如 横 类 ,两 人 对 突 , 此 两 人 便 称 为 局 中 人 ,他 们 各 
有 一 套 棋 路 ,或 善于 用 马 , 或 长 于 用 炮 , 在 每 次 轮 到 一 方 走 子 时 ,他 
可 能 有 许多 走 法 ,这 些 走 法 依赖 于 当时 棋局 形势 以 及 棋 手 想 要 达 
HAA DÀ Re db tn FH IO ATER ERR SB. X3 E 
时 指导 棋 手 行动 的 思想 便 称 为 策略 .对 局 终了 可 能 有 三 种 结局 : 甲 
胜 ; 乙 胜 ; 和 局 。 如 果 用 数量 表示 各 种 结局 ,例如 胜 家 赢得 彩 金 若 干 
〈 设 所 得 彩 金 由 输家 付 给 , 则 输家 当然 失去 若干 ), 和 局 时 都 不 能 取 
得 彩 金 , 此 种 表示 结局 的 数 称 为 支付 (payofft)。 局 中 人 、 策 略 、 支 付 
是 对 策 论 中 常见 的 基本 概念 。 

有 些 游 戏 中 并 无 “机 会 ”(chance) 因 素 , 而 是 全 凭 局 中 人 的 技 
艺 。 但 某 些 游戏 如 “桥牌 ”“ 打 百 分 ” 等 ,“ 机 会" 却 有 较 大 作用 ,分 发 
到 游戏 者 手中 的 息 是 备 机 的 ,它们 情况 要 复杂 一 些 。 

游戏 并 非 只 有 双方 ,可 以 有 和 多方 ,如 三 人 玩 的 跳棋 便 有 三 个 局 
中 人 ,一 般 只 有 两 个 局 中 人 的 称 为 两 人 博 奕 (或 二 人 对 策 }, 有 n 个 
局 中 人 的 称 为 n AIR. 


$2 展开 型 对 策 


读者 会 注意 到 游戏 中 的 局 中 人 总 是 按 游戏 规则 进行 ,他 们 的 
活动 可 用 一 种 序列 方式 加 以 描述 ,这 就 导致 建立 展开 型 (Exten- 
sive form) 模 型 , 它 是 最 早 被 研究 的 对 象 ,现在 举例 说 明 。 

例 1 猜 币 问 题 甲乙 两 局 中 人 约定 ;各 出 伍 分 硬币 一 枚 ， 
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= TN Spy r eens. 


出 示 时 将 硬币 放 在 桌面 ,并 规定 正 . 反 面 ( 如 规定 有 国徽 图 案 者 为 
正 ,* 有 币值 一 面 为 反 ) ,约定 两 币 面相 同 则 乙 胜 , 乙 得 一 分 , 甲 失 一 
分 ,反之 ,两 币 面相 异 则 甲 胜 , 甲 得 一 分 , 乙 失 一 分 。 
此 例 可 借助 图 形 进 行 分 析 , 图 中 a 点 表示 起 点 , 甲 可 选择 
(-1 0 (4, -D V (~1, D 
d e 
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图 1.2.1 


“ 正 ” 或 “ 反 ”, 故 在 a 处 标 以 甲 , 并 画 两 个 分 枝 , 一 标 以 正 , 一 标 以 
ER. ACA ARE, fhe ape ER R”. AE“ IE”, BE 
甲 的 正 枝 末端 b 处 作为 乙 的 起 点 作出 两 核 .一 正 一 反 , 表 示 乙 的 可 
能 选择 。 同 样 ,车 甲 选 “ 反 ”, 便 在 甲 的 反 枝 末端 c 处 和 作为 乙 的 起 点 
而 作出 正 反 两 枝 , 形 成 图 1. 2. 1 的 树 形 图 。 此 类 图 称 为 对 策 树 
(Game tree) R Hi Fh (topological trree), 树 稍 的 末端 标 出 表示 两 
局 中 人 所 得 的 数字 ,第 一 个 表示 甲 的 所 得 ,第 二 个 表示 乙 的 所 得 。 

下 面 我 们 作 一 般 的 描述 ,为 此 给 出 如 下 诸 定 义 , 设 DRA 
的 集合 HRH rsy oe Rm. ER 上 引进 二 元 关系 *>”, 它 具 
有 传递 与 反对 称 (asymmetric) 的 关系 。 Jd d co y 5E yx FY 
能 同时 成 立 。 假如 47 是 一 个 有 限 集 ;2)> 刁 % xX. 是 定义 在 
K 上 的 二 元 关系 , 则 称 二 元 对 (. 统 ", > ) 为 一 个 图 (graph) (这 里 的 
图 不 含 平行 枝 或 圈 (loop)) ,直观 地 看 ,关系 x>y 表示 在 x 与 y 之 
间 建 立 一 种 联接 ,如 图 中 4.5 之 间 有 45>a 表示 a 在 5 之 “前 ”, 而 4 
>b 表示 在 4 之 “前 "(或 由 4 向 4 画 一 箭头) 等 等 。 


为 说 话 方便 计 , 引 入 以 下 三 个 集合 : . 
EC> D=E m) = {rE X |x~z} - (1.2.4) 


GO D =Gz) = {rE AX xz) (1. 2. 2) 
(> DSF = {rE.R r>a) | (1. 2.3) 


这 里 “一 ”表示 “等 价 ” 关 系 。 若 把 aoar BRA r E r “a” AG 
DRRR 中 在 点 工 后 的 诸 点 zx 的 集合 。 而 FGOXURAR K 
中 在 点 工 之 前 的 诸 点 z RS. WSR LEGO DR F(x) 中 
THX 的 个 数 , 余 类 推 .另外 ,对 于 多 ”上 的 二 元 关系 > ,再 定义 传 
E> iB ry 是 指 存在 点 列 一 rzovzi ay 而 使 n 
Xa XL 10,1, n—1, 

59.1.2. 1. ECL COR SUE RE TEDIEXE— T RI 
PHRMA 2 ECD  Da>'r cE ® 5; 2)F ISO 53 |F(o)|= 
Lr ér rE SC NARMS > ARORA xz" 为 树 的 根 , 称 集 
a2 = LEK GO 2) =9 HRA 的 边界 或 树 的 末端 。 

注意 当 AAD 32479. 

定义 1.2.2 有 2 个 局 中 人 的 对 策 树 是 具有 以 下 性 质 的 三 元 
组 E— CA om 1a 0 CEIRD ,>) 为 树 且 Axa ;2)a: 
AC — aA Nu {1,2 ns APR REN 表示 局 中 人 集 ; 
3)u:a3 7 R" 为 一 个 映射 。 | : 

.此 定义 描述 了 对 策 树 。 若 x? HS > MR. Bee) = 
EN, CHA x? 处 代表 局 中 人 i 车 此 时 局 中 人 i 选取 点 x' EG 
《> .2°) ,而 在 zz! 处 指定 了 局 中 人 j, 凤 alx!) 二 jEN ,而 此 时 局 中 
Aj MERA EGO 20 ,如 此 等 等 (读者 可 结合 例 1 来 看 )。 由 
树 的 结构 (有 限 性 ) ,在 有 限 次 活动 后 可 达到 元 素 2 € aw ,对 应 的 
F ulr) =u lt), u" Cat) EAE w(x*) 表 示 局 中 人 i EH 
此 末端 点 r 所 得 的 “支付 ”"。 向 量 Go P RITE CR AAPA 
的 支付 的 分 布 状况 。 

在 树 中 ,点 € 代表 一 种 状态 , 它 应 就 具体 问题 加 以 解释 。 


A XE A PB ed o 表示 当 甲 取 正 时 乙 进 行 选择 ,当然 在 此 点 乙 作 出 
自己 的 选择 会 影响 如 何 确定 下 一 个 状态 。 此 外 ,除去 末端 外 , 树 中 
的 点 (它们 称 为 节点 ?都 按 规则 指定 而 对 应 于 某 局 中 人 ,为 描述 它 
们 ,引入 和 集 : | 

At=leE AIK alr) =i} a ft) (1.2.4) 
它 是 在 映射 a 之 下 代表 局 中 人 i 的 诸 点 的 集 , 显然 ,对 于 树 中 每 一 
AR r€A7— aK ,对 应 某 一 个 局 中 人 ;一 aCz)。 他 可 在 诸 种 可 能 的 
方案 yECC> ,zx) 中 作出 决策 ,以 便 达 到 较 理想 的 末端 。 诸 局 中 人 
依 规则 轮流 行动 ,最 后 形成 如 下 序列 : 

Xo=x ,KE Xe > Xid, 2 eL 


def 


ee (1.2.5) 
此 时 称 序列 
om Xo Xi, ) | m 
为 一 局 Cplay) ,而 局 中 人 iE (1,2,…,n) 的 如 下 映射 
a! Ri > Be 
| 使 得 a(x) > rac (1.2.7) 


称 为 i 的 计划 (Plan)。 由 上 可 见 对 策 的 一 局 实际 上 是 由 对 策 树 的 
根 沿 着 指定 的 枝 干 而 达到 树 的 末端 ( 树 梢 ) 的 过 程 。 当 然 计划 比较 
复杂 ,因为 局 中 人 在 按 他 的 意愿 作 决策 时 并 不 能 了 解 充分 的 信息 ， 
所 以 这 些 决 策 是 凭 “ 验 前 ”知识 作出 的 。 在 几何 上 表 东 由 所 在 点 选 
择 一 条 枝 干 并 画 出 指向 下 一 节点 的 箭头 。 对 .%77 中 每 一 点 都 可 这 
样 做 。 在 rEZ 中 按 1 的 意愿 指定 若干 点 便 构成 i 的 计划 。 现 设 
a— (a! a? ,-- 0) 为 由 4 个 计划 构成 的 nn 元 组 ,其 中 为 局 中 人 i 
的 计划 。 显 然 对 每 个 计划 组 ,对 应 唯一 的 局 X. =X Ca) , TY 
的 序列 为 ， 

X= a’, X= d X 一 1,2,…) 了 了 

其 中 XE a2-, 相 应 的 支付 规定 为 : 

Pi(a)—u' (Xr (a)) ,£— 1.2.77 n (1.2. 8) 


E ik 赖 于 全 体 局 中 人 所 选择 的 计划 e ot stna 


定义 如 下 集合 : 
二 {a | 局 中 人 7 的 所 有 计划 } (1.2.9) 
并 称 它 为 局 中 人 i 的 策略 集 。 而 称 映 射 
PuS * SEX + XS" +R (1. 2. 10) 


为 局 中 人 i ZAR, £12, n 

EX 1.2. 3. FISZ, au) NERIS 为 局 中 人 i 的 
RR SRP! SKS? Xe XS HR AK FESTE 1.2, n FR 

Ts= S'S? 500 SPP PT) (1.2.11) 
WH EEK n ARs 常 简 记 作 了 := 二 (S$,P), 其 中 S =S'xK 
SX XS, P=, Paa P), 

对 策 T: 也 称 为 展开 型 对 策 。 

前 已 指出 多 "是 局 中 人 i 在 映射 a 之 下 所 对 应 的 点 的 集 。 把 
FORM SS GE EB 有 ,使 在 同一 子 集 中 的 每 个 节点 都 有 相同 数 
目的 节点 紧 接 其 后 , 且 在 同一 子 集 中 不 可 能 有 节点 在 另 一 节点 之 
后 , 称 子 集 A 为 了 的 信息 集 (imformationset)。 由 前 面 叙 述 可 见 
对 每 个 2: 及 指标 集 天 ,有 一 对 一 的 映射 设 为 改 使 71 中 每 一 个 
节点 的 紧 接 后 继 节点 与 之 一 一 对 应 。 在 对 策 树 S 中 若 i 的 信息 集 
4, 只 含 一 个 元 素 , 称 局 中 人 有 完全 信息 (petrfect information), 
BUR: 中 每 个 局 中 人 都 在 .三 中 有 完全 信息 PMR: 具 完 全 
信息 。 棋 类 具 完 全 洁 息 ,而 桥牌 则 不 然 。 

例 2 设 ?* 一 2, 对 策 树 如 图 1. 2. 2 所 示 : 

其 中 :多 ={x .x,y.qorssst} ale) =1,alz)=2.a(y)=2s4u 
(q)=(—1,1) u(r) =(.—-1). 5622 (2, 3) w= (0,10)。 这 
里 局 中 人 1 标 以 甲 , 局 中 人 2 标 以 乙 。 此 时 甲 有 以 下 一 些 计 划 ， 


alaa) =a, aa) — y 
乙 有 如 下 的 计划 : 
aj :ai (ar) =a. (dCyl—s 


č: lr) =r, aj(y)os 


aiai Clr) =q, | ai(y) =t 

Pid r)—r. c a Cy) ot 
而 支付 均 已 标 于 树 的 诸 末端 点 ,例如 p' Col o) mu! (42 — — 1, 8$ 
S. 

假设 每 个 局 中 人 都 争取 最 大 收益 , 则 在 此 例 中 甲 的 最 大 收益 
( 即 支付 ) 为 2, 乙 的 最 大 收益 为 10. 但 这 只 是 双方 一 月 情愿 的 想 
法 。 甲 收益 为 2 时 乙 得 一 3, 而 乙 得 到 10 时 甲 得 为 0. 故 甲乙 之 间 
就 存在 矛盾 ,要 达 目 的 就 要 互相 半 智 .怎样 才能 达到 双方 都 能 接受 
的 状态 ? 便 引出 平衡 点 Cequilibriuom point) 的 概念 。 

一 般 说 来 ,在 对 策 问题 描述 的 竞争 或 冲突 中 , 诸 局 中 人 者 希望 
达到 自己 预期 的 目的 ,并 相应 采取 各 自 认 为 最 适当 的 策略 ,因而 形 
成 局 势 。 显 然 , 诸 局 中 人 采取 的 策略 会 互相 影响 ,因此 自然 会 提出 
以 下 问题 :(1) 什 么 是 局 中 人 认为 可 以 容忍 的 局 势 ?(2) 是 否 存 在 一 
个 为 所 有 局 中 人 都 愿 接受 的 “平衡 "局势 ?63) 什 么 是 局 中 人 所 应 采 
取 的 “ 优 ” 策 略 ? 怎样 求 出 这 种 策略 ? 这 些 都 是 对 策 论 的 基本 问题 。 

EN 1.2.4 在 对 策 Cr — GV POHB URBS IB < 一 (om uu, 


ese ,使 对 于 任何 iEN 及 ES', 均 有 
P(al,03,--- l a o 1 yea’) 
z Pee Ve e Va tl , 0) .(1. 2.12) 
WI ER a= (o! a XL PSAP EBA. 

由 定义 可 见 任 何 户 中 人 车 单独 改变 自己 的 策略 a. fi asc RE 
只 可 能 降低 ,因此 他 们 中 任何 人 都 不 会 单独 行动 ,这 就 构成 一 种 平 
AKA. FETA EGG? 

定理 1. 2. 1(Zermelo 一 von Neumann — Kuhn) i$ 5 3j] 5& 
WP: 有 一 个 平衡 点 。 

证 ”下面 给 出 一 个 构造 性 证 明 . 它 实际 上 是 计算 Ts 的 平衡 
点 的 过 程 , 它 有 点 类 似 动 态 规划 的 算法 。 首 先 讨 论 策 酷 组 w ,EN 
的 选取 。 现 定义 递 推 的 映射 族 立 : 安 一 REN UF: 

(a) 对 于 x€239. 3 v'G)-u Cr). 

(b) 4p rE 4 —a® Fi v viv XT—WWycGUr, 
zx) 一 C(z) 均 有 定义 。 然 后 按 以 下 方式 进行 :(1) 置 oa GO. BB x 
E 5X :(2) HE vC) = max v’ (y); (DE G GOFB EN y fii v's (Cy) 
=violr) (4S d GG) y; GS isis 4 vi G) v OG). 

这 样 我 们 构造 了 策略 组 a= (atat EIGA XC 均 
有 意义 , 即 对 每 个 XE 2^. 可 确定 a (z)。 下 面 证 明 a 为 不 的 平 
衡 点 , 且 忆 (a) 一 wz 。 王 面 用 归纳 法 证 之 。 设 

k= || || =max{LI BPX X, X029 如 中 的 一 局 } 

(1. 2.13) 
称 & AREKE. k= ERR. RBI E || =>. 

对 于 y€GG?) ,再 按 以 下 方式 定义 子 对 策 树 : 

它 是 将 对 策 树 中 节点 y 看 作 根 的 分 枝 构成 的 子 桂 , 记 作 之 ， 
其 方式 为 : 令 

= fy} U G(>’,y) (1. 2.14) 


rr — —— —— — — ss a 


[81.2.3 


其 中 > 是 定义 在 Z” 上 的 ,为 明确 计 , 有 时 记 作 > Hos Saje”, 
w=ula ATT x AGE T=", >*,a" su), 
3L TE t 93 AE BIE Hela orale EMAL FE 
Rm: De 是 由 要 产生 的 对 策 SrL e PRR Cy) 
=p C) ,这 里 Pe ERT Dy 中 的 计划 o^ 时 的 支付 。 由 于 
v feu AY EAR. PR O= Cy). 现在 对 所 有 的 y 
EGCX"), 应 用 以 上 性 质 来 证 a 为 SS HERR. BP a= 
《CKO EN. EXE A7, Bl ala =i CH io BE 2° 处 作出 选 
Hk. FSC SB y=) ARA i HERR PRAE Rl a 
确定 选取 y SRA 
v'*(r") = max voly) = v^(y) 
| xod (1. 2.15) 
v'(z*) =v ly) wt iy 
为 要 证 a 为 平衡 点 ,应 证 对 任何 1€EN, 及 nE5', 有 PP'(a) 之 P'(a'， 
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Ga)。 为 书写 方便 计 , 特 (Qi La aa a IDE a, [el 
时 把 = 改写 作 (a 6 an). RTI a 在. 冤 ” 上 的 限制 为 w ,这 里 
yEGl2’), METH FE a ESS X XS" RE 42” ERR 
iB] o7, BY fen: 
adol) m yz P'(a) — Pr( € N,O.2.16)X 2 BRAS. 98 
由 归纳 法 假设 ,在 此 分 校 上 有 | 
Pita) = PCa’) = vy) = vy) 
=u), EN (1. 2.17) 
现在 对 于 iih a=, H, 
aola = army (1.2.18) 
所 以 
Pa) = P) > Pw) = Pia). 
但 另 一 方面 ,对 于 ;=m, 由 ar) 一 > 及 (利用 前 面 所 得 诸 式 及 妇 
纳 法 假设 ) 
Pie (a= vla) Ze v^(y) = PCa") 
> Phoa) = Piela) 
便 证 明了 (1. 2.12). HEH. 
由 证 明 可 兄 在 每 个 子 树 2 中 , 依 归纳 法 存在 oe FRR, 
在 这 些 平衡 点 处 给 出 局 中 人 i 的 支付 。 此 时 i 可 在 x^ 处 作出 决 
筑 使 其 支付 为 以 上 支付 的 最 大 者 ,这 样 就 得 到 Ts 的 一 个 平衡 点 。 
定理 提供 了 构造 T 的 平衡 点 的 方法 ,并 给 出 相应 的 支付 。 其 
过 程 是 ; CB £E-CAC ,> ,a,u) 的 图 ,并 在 每 个 节点 ce GO 处 
标 上 相应 的 e(，) ,在 末端 rQ aR 处 标 上 相应 的 x(。)。(2) 按 以 
FHAA EARR vi; (a) 在 c& 2S7 MEM vi Cr) wu! (az); 0D 
#2 hak AB PH vOXU€eN.;€GGOP BASE. MERE in 
=alxc) i}, ERGY (8 v'i (y) = max v' (y) H Ei E oz Fl y 的 箭头 ， 
Bl ETE x Ab SR EE Qo Car) ew Ce) =r), BE ve) v 
10 


(y);(c) 以 上 过 程 当 到 达 表 示 根 的 节点 ax? 处 时 结束 。 于 是 在 每 一 

A orc — 2397. BE HH — 1 MK. Ma wwe T OD: 的 一 个 平衡 

Haya) SFA ole RB a) P(e), RIG a 所 诱 

导出 的 一 局 X. GOd& dH a? 出 发 ,由 相继 而 连接 诸 箭 头 所 构成 的 。 
例 3 设 有 甲 、. 乙 .两 三 人 ,对 策 树 如 图 1. 2.4. 


(10, 0, 1(—1, 0, 10)(0, 10, 1; o, 9. Ou o, 100, 1, 10) 
(1, 0, 10)(10, 0, 1) (1, 9; 19) (20, 1, 0) 


图 1.2.4 


根据 上 述 法 则 可 作 箭 头 如 图 。 图 中 指出 的 一 个 平衡 点 为 
(1.9. 100, 

FG n=2 时 的 情形 ， 着 (z) 王 一 w(xz),zEa% , 则 称 对 
8E Cs 为 二 人 零 和 对 策 ttwo 一 person zero sum game). 此 时 可 设 u 
=y=—~y?, BRP u aR. 

. 例 4 MHR 它 是 指 两 人 玩 的 一 种 游戏 。 在 桌 上 放 五 根 
火柴 ,甲乙 可 轮流 任意 从 中 到 走 一 根 或 两 根 , 谁 取 走 最 后 一 根 或 
两 根 便 获 胜 , 设 胜 者 得 1 分 , 输 者 失 1 分 , 辐 双 方 应 该 怎样 做 ? 

此 时 可 画 出 对 策 树 如 下 :图 中 的 每 个 节点 处 除 证 明 对 应 的 局 
-中 人 之 外 ， 并 注 明 当时 桌 上 还 有 几 根 火柴 , 当 根 教 为 等 时 即 宜 告 游 
戏 结束 ,同时 给 出 双方 的 得 分 。 

由 图 显然 可 见 当 甲 首先 从 桌 上 取 火 柴 时 ， 只 要 第 一 次 取 两 根 ， 
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[8 1.2.5 


然后 再 视 乙 的 行动 而 取 , 若 乙 取 一 根 则 甲 取 两 根 , 乙 取 两 根 则 甲 取 
一 根 , 甲 总 能 胜 。 若 甲 第 一 次 取 走 一 根 , 只 要 乙 不 出 错 , 乙 总 能 赢 。 
此 对 策 在 文献 中 称 为 Nim 对 策 , 它 是 上 述 游戏 的 推广 。 


$3 二 人 对 策 概述 


二 人 对 策 是 对 策 论 最 早 被 仔细 研究 的 重要 对 策 , 其 中 最 重要 
的 是 正规 型 (Normal form) 对 策 。 仍 以 猜 币 问题 为 例 , 每 个 局 中 人 
都 有 两 个 方案 中 出 “ 正 ? 面 或 出 “ 反 " 面 ,我 们 把 各 种 可 能 的 结果 列 
RTK: 
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{See See ee ieee OO 


表 中 括号 内 第 一 个 数字 表示 甲 的 所 得 ,第 二 个 数字 表示 乙 的 
所 得 。 
ie. 设 局 中 人 的 集合 N= (1, 2,…,n}) ,每 个 局 中 人 i 都 有 自 
GL ERE SR S, URETA PEN. 此 时 支付 往往 是 诸 局 中 人 
所 取 策 略 (co ,ao) 的 国 数 ,其 中 mcESieEN, 此 时 重新 给 出 
对 策 的 定义 : 

定义 1.3.1 给 定 三 元 组 

太一 人 NS hens (P en? (1.3.1) 
其 中 入,S',iEN 均 是 集合 ,而 P' EELE se LI boy stm 
数 , 则 称 工 为 一 个 对 策 。 

虽然 定义 与 定义 1. 2. 3 相似 ,但 此 处 已 撤 开 对 策 树 ,并 经 常 采 
用 列表 方式 。 由 于 此 种 形式 的 对 策 能 明显 地 指出 不 同 策略 所 带 来 
的 支付 ,故常 称 为 策略 型 (Strategy form) 或 正规 型 ,车 在 对 策 中 庄 
局 中 八 均 只 有 有 限 个 策略 , 便 称 它 为 肥 限 对 策 ( 相 应 的 ,车 用 对 策 
树 表 示 , 则 树 有 有 限 个 顶点 )。 . 

下 面 我 们 着 重 讨论 n=2 时 的 情形 。 设 局 中 人 为 甲乙 两 人 ,并 
设 甲 的 策略 集 为 51, 乙 的 策略 集 为 5, 甲 的 支付 沙 数 为 Pi:5'Xx5? 
>R LEGERA P':S!X 5S: 一 R, 它 们 分 别 表示 当 取 策略 对 
(o, ,902) € S' X S* 时 甲乙 分 别 得 到 的 收益 (或 损失 ) ,并 令 Ploy, 
o:) = {P C002) P? (o4 ,0;) PARRI P: loo ES XSSR A 
WH ff Gi—payofD , 不 过 并 非 所 有 策 路 对 都 能 实现 , 故 只 考 虚 S! 
XS 的 可 行 子 集 上 ,同时 将 二 人 正规 型 对 策 简 记 为 = UP, 
再 假设 双方 都 希 户 自己 的 收益 越 大 越 好 ,此 时 记 : 

= sup P'(o,,c;) 


te, ere 


(1. 3. 2) 
RE mate P (6, .0,) 


设 BB: 为 有 限 ， 此 时 称 对 第 < PP 为 有 限 ， 并 称 8 二 {B81, Pj} 为 
13 


9 L5 


* 
3 


à 


db 


} 对 策 的 “影子 最 大 ”， 车 恰巧 存在 (9,7.) EU 使 A= Pp Gi 9;), [^ 
p (21,0) ,由 于 策略 对 (ccz) 给 出 甲 , 乙 双 方 所 期 望 的 最 大 收 


| 次, 故 c= (ci,cz) 是 最 优 解 。 但 不 幸 这 种 情况 极 少 。 显 然 PCZD)C 


9 
H 
d 
i 


D 


VO O 294 (25 9 y 


B— RY ,这 里 RYE Ho, 2 0,0,20), 
30873; BOB YE SET RMS BAe RU SD BR PS nT. 


《以 下 ;假设 U=5S,X5;): 
P'*(o) = ACID 
| i 
Peto) = » P'(o,,2,) 


aes 


这 里 P'* Co BA ME AR o 时 乙 选 到 策略 使 甲 所 得 的 最 小 收 


， 益 ,也 可 以 把 它 看 作 在 不 知 乙 采 取 何 种 行动 时 里 所 作 的 关于 收益 


为 最 坏 的 估计 。 围 应 在 此 前 提 下 讨论 自己 的 策略 。 甲 应 选取 使 P 
取 极 大 的 策 赂 of ,类 似 , 乙 应 选取 使 P** 取 极 大 的 策略 o2 , 即 引 
^i 


定义 1.3.2 BARR of 使 
Per ) = v; 一 (2i) (1.3. 4) 


Ro AB EUR SP HE ws tConsisvstiye NDS 类 似 地 ,车 策略 
9? “使 
P** Ca?) =u = sup P** (oz) (1.3.5) 
nEs 


则 称 oz 为 乙 的 保守 策略 。 

这 里 保守 二 字 是 指 在 最 环 情 况 下 局 中 人 所 争取 到 的 最 好 效 
益 ,o? ,oz 分 别 给 出 甲乙 的 保守 解 。 当 然 在 某 些 情况 下 也 许 并 不 
需要 使 用 保守 策略 。 

另 一 种 解 的 概念 是 非 合作 平衡 。 

定义 1.3.3 MO (o o 满足 
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nee (1. 3. 6) 


7 (2,.0,) = max?! (2, +42) 
P?(a,,6,) = a (4, ,0,) 


WU PASE XE (2,2, AERE AE A PEE XE CNomcooperative 
equilibrium strategy pair), 

非 合 作 平 衡 策 略 的 含义 也 是 显 见 的 。 让 我 们 从 以 下 角度 加 以 
说 明 。 甲 的 决策 规则 可 看 作 如 下 映射 C:3: 一 5 使 对 一 切 o; € S7, 
有 

PiCQq.0)) = maxP! (e, +z) 


es) 


同样 , 乙 的 最 优 决策 规则 为 如 下 映射 DS! > 2 CME: 对 一 切 a 
ES!, 有 
Pte Dla )) = maxP? (e, E 


2,€5 
这 时 显 见方 程 组 : 
C(a,) == e, 
1 一 0， 
的 解 {5,,5:} 就 是 一 个 非 合 作 平衡 。 更 一 般 地 ,车 用 记 如 下 定义 
的 由 53? E S 的 映射 
Vo, € St, Elo) = la, € S!|P! (a, ,o,) 
一 maxP'(,,2;)] (1.3.72 


qes 
同样 用 P ius S 到 S* 的 映射， 
V f, € S! ,£2(2,) = (e, € S?|P? (a, az) 一 maxP'(a, ,9;)! 
nEs 


(1. 3. 8) 
则 策 路 对 {o, ,6} 为 非 合 作 平 衡 的 充 要 条 件 是 : 
a, € Ela) Hoc Bo) (1.3, 9) 
Bil (o,o, } dX RY T leo), (5:) X Plo, ) 的 不 动 点 。 
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车 引入 以 下 函数 . 
P'(o,) = sup P'(a,, Ta) 

{ eer (1. 3. 10) 
P(e) = o RU a) 


并 令 Po, ,cz) 一 (P! (o), PG). Wl np HEA Co, o: HARES HEF A 
HEERE P (01102) = PCO, 102). 
另 一 重要 概念 是 Pareto RAM. 它 有 别 于 以 上 两 燃 解 ， 其 中 实 
际 隐 伟 着 合作 的 因素 ,期 间 时 考 虚 甲乙 双 方 的 利益 。 
定义 1. 3.4 对 于 策略 对 i51,0.}Ewv, 若 不 存在 策略 对 {0o, mt 
Ewu, 使 得 同时 有 : 
P' (0,502) > PIC az) 
| UN es (1. 3.11) 
P?(a,,0,) > P*(0,,0;) 
成 立 , 则 称 {o,cz} 为 对 策 的 Pareto 最 优 策 略 。 
这 个 定义 说 Pareto SERE XJ P9 ASE. BARA EI^ ES SERE 
对 。 不 过 在 实际 中 这 种 Pareto 最 优 策 略 对 的 数量 可 能 很 多 ,但 能 
否 再 作 改 进 ? 显然 若 甲 的 收益 低 于 他 的 保守 值 , 他 必 不 愿 接受 。 因 
此 ,车 {a1,02} 使 P' (a, 102) Svi , 则 甲 必然 拒绝 fa,oo) ,同样 , 若 此 
策略 对 使 P (01,0) vo, NW A WHEE oa) 现在 再 引入 核心 
(Core) 的 概念 。 | 
定义 1.3.5 在 二 人 对 策 的 Pareto 最 优 解 集 之 中 , 凡 既 不 为 
甲 拒绝 ,又 不 为 乙 拒 绝 的 策略 对 的 策 路 对 的 全 体 的 集 称 为 解 的 核 
心 。 
， 定 义 中 有 两 个 含义 :核心 中 的 策略 对 {01,0s} 既 不 被 甲 拒绝 ， 
又 不 被 乙 拒 绝 , 所 以 考 虚 了 个 人 的 合理 要 求 , 而 策略 对 又 是 Pareto 
最 优 ,这 蚌 从 集体 角度 考虑 的 合理 要 求 。 由 此 可 见 核心 是 Pareto 
最 优 集 中 满足 Pn) 之 v* 的 子 集 。 
Wl 设 有 二 人 对 策 卫 , 甲 有 两 个 策略 工 , 工 , 乙 有 三 个 策略 ， 
1,2,3, 双 方 得 失 列 于 下 面 表 中 ,括号 内 第 一 个 数字 为 甲 所 得 ,第 二 
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个 数字 为 乙 所 得 (今后 各 例 中 均 如 此 表示 ): 


(—3,0) 


显然 B,—6,8,—2. 此 即 影子 极 大 。 其 次 , 易 见 
P'*CI)— inf P'O,a) =— 3,P^ (Y) —— 4, 


ES 


P?* (1)= inf P?(o, ,1) =— 3," (2) 一 一 2， 


«€3 


P?*(3)=— 7 
从 而 v; = sup P (a, sx —3=P (1) ,0,° =—2=P** (2). 从 而 
go" 二 7,01" 二 2 为 保守 解 。 
为 说 明 非 合作 解 , 先 作出 与 P 相对 应 的 算 子 的 矩阵 ; 


将 PG, 0:5 PG o: A RE (01 0:0 (E Po, 2,2 — Pa, 
cj) 成 立 , 故 无 非 合 作 平 衡 解 。 至 于 Pareto 最 优 , 依 定 义 有 以 下 策 
略 对 :(7,t},(E 23,40 1 ,而 核心 为 以 下 的 策略 对 : 
(15,2), 1,1). 2E 

例 2 因 徒 两 难 问 题 , 甲 . 乙 两 人 因 犯 罪 而 牵涉 于 某 案 件 中 ， 
但 法 院 只 和 掌握 部 分 罪证 。 甲 . 乙 两 人 都 有 两 个 策略 :不 认罪 和 坦白 。 
相应 后 果 为 : 若 两 人 同时 否认 罪 资 ,法 院 因 罪 证 不 足 , 只 判 a 年 徒 
刑 : 若 两 人 同时 坦白 ,根据 案情 将 判 FEM: AA PRA 
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白 , 一 人 否认 ,坦白 者 获得 宽大 而 不 予 判 刑 , 坚 不 认罪 者 因 抗拒 而 
重 判 为 2 年 徒刑 。 以 上 结果 见 下 表 : 


Meme | sate 


(RAW 


EF oscar, HA BRAS 

PGI =b, P (G =r 

Pe (1)=—6,P’" (2)=~z 
FEH v =( 一 zx; 一 x) 二 (pr C1), P to))。 至 于 非 合作 平衡 ， 
可 列 出 五 的 矩阵 如 下 : 

两 相 比 较 可 见 POL ,2) 二 (CT ,2), 即 双方 都 坦白 是 双方 的 
非 合作 平衡 解 , 也 即 双 方 的 较 好 策略 。 


例 3 KRSM RET Z, PARA ZETA. DS 
周末 ,体育 场 有 精采 球赛 ,剧院 有 动人 的 音乐 会 ,两 人 讨论 如 何 渡 
过 周末 。 甲 爱 看 球赛 ,当然 也 可 陪 妻 听 音 乐 ! 乙 淘 望 参加 音乐 会 ,但 
也 可 障 浆 夫 看 球赛 .假如 可 对 上 述 活动 依 两 人 意愿 评分 的 话 , 设 有 


如 下 评分 ; 
=] 


KELE 
TELS 
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其 中 设 5<0<a, 这 里 a 表示 在 受到 另 一 方 的 陪同 并 由 于 爱好 得 
到 享受 上 的 满足 给 予 的 评分 ,0 表示 牺牲 自己 爱好 时 在 享受 方面 
的 评分 。6 表示 甲 . 乙 双方 虽然 都 按 自己 的 爱好 渡 过 周末 ,但 双方 
却 不 能 在 一 起 而 深 为 遗憾 时 的 评分 。 显 见 PIT CIO bI CI) 
b.P 1)=6, p? (2)=6, AN v? = max lh, b) =b, v =b, Hl v^ 
二 (5,5) HERRA U.2) CL) ET. PAPER: 


故 非 侣 作 解 是 {1,1} 及 {1 ,2} ,它们 也 是 Pareto tfo. BUPA (E 
一 起 滤 过 周末 ,当然 另 一 方 是 要 作出 牺 性 的 。 

二 人 对 策 中 ,局 中 人 可 能 有 无 限 多 种 策略 ,此 即 二 人 无 限 对 
策 . 若 在 二 人 对 策 中 局 中 人 选取 策略 时 其 状态 与 时 间 有 关 ,并 受到 
一 组 微分 方程 的 约束 ,就 导致 对 微分 对 策 的 研究 。 


$4 多 人 对 策 概述 


局 中 人 多 于 两 个 的 对 策 叫 多 人 对 策 ,这 在 $2 中 已 有 介绍 。 定 
义 1. 3.1 实 即 和 NN 人 正规 型 对 策 的 定义 , 即 P9 (NS Ges 
(phen) BERANS. H 


SA oe) = COR 
jm] 


这 里 4 二 IN1 为 局 中 人 集 NN 中 局 中 人 的 总 数 。o ES i=l, 2ean 
为 他 们 各 自 的 策略 , 则 称 为 常 和 对 策 , 若 C=0, 称 了 为 零 和 对 
策 。 当 局 中 人 选取 策略 时 不 允许 局 中 人 互通 信息 ,也 不 允许 结伙 ， 
则 称 对 策 为 非 合 作对 策 。 
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非 合作 对 策 中 的 主要 概念 是 平衡 点 , 它 是 由 纳 希 休 . Nash) 提 
出 的 ,其 定义 即 为 $2 中 定义 1. 2.4, 即 若 在 对 策 P— ON LG" hen, 
Um bien > 中 , 若 存 在 策略 组 (om…w, oa) 使 对 每 个 及 每 个 s; € 
S ,都 有 

Pi(g, ,ga T ,8; 0 sot a) 
ZPQ5Ou.Na.,5 4.170) 0 0 (1 4 
成 立 , 此 时 称 策略 组 (C01,5,,…,5,) 为 Nash 平衡 点 。 当 S' 为 紧 辆 
SAP 连续 时 ,i EN, 且 对 任何 给 定 的 o, 75 P 关于 6 为 拟 
H, Nash 证 明 平 衡 点 存在 ,其 工具 为 不 动 点 原理 。 

如 果 人 允许 局 中 人 之 间 相 互 合作 并 结盟 ,这 就 导致 a 人 合作 对 
策 的 研究 。N 的 子 集 5 中 局 中 人 彼此 合作 ,一致 行动 而 形成 联盟 ， 
称 3 为 联盟 (Coalition)。 此 时 应 有 一 个 衡量 联盟 S 的 效益 (或 利 
益 、 权 力 . 或 分 摊 的 损失 … 等 ) 指 标的 函数 。 设 对 于 N 的 子 集 族 SU 
中 任何 一 个 元 素 ,也 即 N 的 任何 一 个 子 集 5 ,对 应 一 个 实数 G3), 
并 假设 它 满足 ， 

G wvw( 儿 ) 二 0, 其 中 为 空 集 ; 

Gi) #S,TCN, € SNT=Ø, R] 

wWSUT 20S) +0(1) (1. 4. 2) 

条 件 (ii) 称 为 超 加 性 (Supperaddirive) , 它 反映 了 两 个 较 小 联 
盟 合 并 之 后 构成 的 新 联盟 ,其 效益 应 不 小 于 原来 两 较 小 联盟 效益 
之 和 。 因 此 在 此 模型 中 不 同 联 可 之 间 存 在 合作 的 愿望 。 因 N 的 每 
个 子 集 均 对 应 了 这 样 的 实数 ,从 而 在 N 的 子 集 族 S7 上 就 定义 了 
一 个 实数 集 值 函数 ,并 称 它 为 ” 人 合作 对 策 的 特征 函数 (Charac- 
teristic function ) 。 由 于 合作 对 策 中 特征 函数 刻 划 了 诸 联 盟 的 效 
益 , 十 分 重要 , 故 合 作对 策 常 用 记号 了 = (No 表示 ,有 时 简单 的 
用 v 表示。 

n 人 合作 对 策 的 解 概念 与 二 人 对 策 的 解 概 念 差异 很 大 ,因为 
这 里 涉及 联盟 中 成 员 利 益 的 分 配 问 题 ,在 此 基础 上 讨论 了 局 中 人 
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诸 种 解 福 念 ,我 们 将 在 有 关 章 节 中 也 以 详细 介绍 。 


85 对 策 论 的 应 用 范 国 


早期 Von Neumann 与 Morgenstern 的 经 典 名 著 《竞赛 论 与 
经 济 行为 } 一 书 就 是 企图 将 对 策 理论 用 于 分 析 经 济 问题 的 。 

经 济 理论 中 的 数学 研究 方法 可 分 为 两 类 :一 类 是 以 定性 研究 
为 目标 的 纯粹 理论 , 称 为 数理 经 济 学 ; 另 一 类 以 证 实 的 、 统 计 的 研 
究 为 目的 , 称 为 计量 经 济 学 。 对 策 论 主 要 应 用 于 数理 经 济 学 中 。 

数理 经 济 学 源 出 于 A. Cournot (1801 一 1877) 的 研究 工作 ,此 
后 L. Walras(1834 一 1910) 提 出 一 般 平 衡 理 论 , 但 数理 经 济 学 的 正 
式 确立 则 是 本 世纪 40 年 代 之 后 , 它 无 论 在 思想 上 与 方法 上 都 受到 
对 策 论 的 直接 或 间接 的 影响 。 

Walras 的 一 般 平衡 理论 是 以 完全 竞争 经 济 (Competitive e- 
conomy) 的 分 析 为 主要 内 容 , 他 的 模型 中 包括 消费 者 .生产 者 以 及 
大 量 的 财 货 三 方 构成 的 经 济 系 统 , 此 时 车 存在 适当 的 价格 体系 ( 财 
货 的 交换 比率 ) ,在 此 价格 体系 下 各 主体 作为 价格 的 接受 者 进行 活 
动 , 使 消费 者 得 到 最 大 效益 ,生产 者 获得 最 大 利润 , 且 使 财 货 供需 
达到 一 致 的 完全 竞争 平衡 的 状态 。 这 一 命题 称 为 竞争 平衡 的 存在 
定理 。 它 由 Walras 提出 ,但 严格 的 数学 证 明 却 是 半 个 世纪 后 由 G. 
Debreu 利用 对 策 论 的 方法 给 出 的 ,Debreu 因此 获得 诺 贝 尔 经 济 
学 奖金 .至 于 对 策 论 在 经 济 学 中 的 应 用 ,本 书 还 将 在 有 关 章 节 中 介 
7B. 

对 策 论 在 军事 领域 中 也 有 广泛 应 用 ,典型 的 有 兵力 分 配 问题 、 
战 前 冲突 前 景 分 析 、 空 战 模型 等 ,将 另 章 介 绍 。 

对 策 论 还 可 应 用 于 政治 领域 ,如 选举 ,谈判 等 。 

总 之 ,对 策 论 有 广泛 的 应 用 领域 ,还 有 许多 领域 的 应 用 有 待 开 
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拓 。 由 于 竞争 .合作 , 婚 竞 争 又 合作 等 行为 是 人 类 社会 中 常见 的 人 
的 行为 ,因此 必 和 将 有 和 葛 多 的 领域 能 够 应 用 对 策 论 的 理论 与 方法 。 


$ 考 文 & 


[1] 13 + VE E RMR. 竞赛 论 与 经 济 行为 . 科学 出 版 社 ,1963 

[22 麦克 金 赛 J C C. WAEI. 人 人民 教育 出 版 社 ,1960 

[31] Luce R D, Raiffe H. Games and Decisions. New York: John wiley &. 
sons, 1957 

[4] 中 国 科学 院 数学 研究 所 二 室 . 博 奕 论 导 引 , 人 民 教 育 出 版 社 ,I960 

[5] Samuel karlin. Mathematical Methods and Theory in Games. Program- 
ming and Economics( ! , I ). Pergamon Press,1959 

[6] Aubin J P. Mathematical Methods of Games and Economic Theory. 
North-Holland ,1979 


22 


tl PY ed a mee ——"j " a 


第 二 章 ” 二 人 零 和 有 限 对 策 


81 定义 和 基本 概念 


第 一 章 $ 3 已 对 二 人 对 策 作 了 一 般 介 绍 。 本章 讨论 的 对 策 工 


— (S, S; PP25 中 ,SG 一 1,2) 均 为 有 限 集 ( 即 局 中 人 只 有 有 限 
TRR) E DP’ 十 六 二 0, 因此 P= 一 P'。 它 说 明 乙 的 所 得 即 甲 的 
所 和 失 , 反 之 亦 然 。 这 类 对 策 描述 了 局 中 人 之 间 的 对 抗 性 牙 盾 ,在 此 


情况 下 第 一 章 $ 3 中 所 引进 的 许多 解 慨 念 都 具有 特殊 形式 。 


首先 考察 影子 极 大 ,利用 第 一 章 中 的 符号 ( 见 第 一 章 § 3), 由 


于 PG, =—P'(e,,0.), Pre 


Pi = sup P!(a,,0,) 
. fe, o, eU ] 
8; = sup P'(o,,09,)-— sup (一 P'(o,,0;)) 
{ae} ta pap Ed 
= — inf P!(oe,,o;) 
ia T EV 
其 次 ,考察 I (0;) ,由 于 


(2.1.1) 


P?*(e,) = inf P?(e,,0,) = inf (— P'(e,,0,)) 


ses! «,€$! 


= — sup P'(o, ,0,) =— Po), 
apes 


它 是 乙 的 最 坏 收益 。 故 保守 解 策略 是 如 下 策略 or CE 


P'a?) = v, = sup PCa) 


s cs! 
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= sup inf fP'{e,,¢,) (2.1.2) 


aes! e653" 


还 有 of , 它 使 
P(g) = vs = sup P** (a2) 
alae «€ s? 
= sup(— sup Pli(g ,492)) 
ees? «es! 


一 一 inf sup ZP!(o,,0;) 
n ES? es! 


Sie inf sup I" Co, „a ) =v, THÉ vs =—vu* 2 40 IE sup 
s,€s! 


ES? | e s! 


inf P! Coo) —w , ERTER v ,一 v+ 分 别 为 甲乙 的 保守 值 


a. ES? 
(Conservative value) 。 由 于 在 零 和 对 策 中 只 用 Pl(oi oz) 已 足 , 为 
方便 计 略 去 上 标 , 记 作 卫 (oo), 显 见 对 任何 ESloES 总 
有 

P*a) 一 inf P (0,402) < P(e,,6,) 


o,€ 


<= sup P(s,,0,) 
«€ 5! 

= Pto,) (2. 1. 3) 
所 以 l 


v —sup inf Po,,0,.)< inf sup  P(e.3)-—v* 
«es! 4,65" s€s* aes! 


(2. 1. 4) 
PREX IBI Co^ oo 2293 98 r B BL [B] RE (dual gap), 它 反映 了 两 局 中 人 
保守 值 的 差异 。 上 式 又 可 看 作 :VY o ES, n ES, P atO P 
Co))<0, 即 酉 局 中 人 最 坏 收 益 之 和 非 正 。 它 表明 双方 都 作 最 保守 
打算 时 ,一 部 分 利益 便 “ 浪 费 " 了 。 此 时 

0 之 v +(-—vt)= sup e" (o,)+¢(—P e;)) 


BAR A S07 Pb RAK at oe = CI 
24 7 


最 小 最 坏 损 和 失 。 这 是 理想 状态 。 此 时 引入 以 下 定义 : 

定义 2.1.1 EDASAMR PARP HST BRA P 
(21,222, 1X 7B fi v E v^ — v^ =v, WARMER r A RH (Saddle 
point) ,其 公共 值 v 称 为 对 策 的 值 Cvalue) ,而 称 相 应 的 策 酷 对 (a7 ， 
o; UR ARR. 

由 于 在 二 人 零 和 对 策 中 只 用 Pla so MRE H.R 
R CPA r=<S'.8*;P). 

为 叙述 方便 ,引入 下 述 名 词 。 若 有 元 素 a 使 


inf PG. d, ye inf sup Pno) =v (2.1. 5) 
s, € 5 ES? EL 
称 o Jg P 的 max 一 inf SERE, 2540 BATH oy 使 
An uM = sup inf Plea) = (2.1. 6) 
aes! 744€ 8 


则 称 ca 为 P fA) min 一 sup 策略 。 显 然 P BRE ci SRI XE Cor ,o2 OT 
是 : 
inf Por ,0;) — Pol yOz )= sup P lo, oz ) (2. 1l. 7) 


2, ES? AES 


反之 亦 然 。 所 以 可 用 (2.1. 7) 作 为 鞍点 的 另 一 定义 ,此 时 有 
定理 2.1.1 $E BÉ XP Co, 0:0 Hy BE BY FEE SE on 为 max 
一 inf 策略 而 o; 为 min—sup 策略 。 
AARO 1. 7) 及 (2.1.4) ,不 难 证 明 ( 留 给 读者 )。 
再 来 考察 非 合 作 平 衡 点 。 由 定义 , 若 有 策 栈 对 (cos} 使 已 


Coy 902) = max P (gr0o) 及 P? (gi, c) = max?” Caisa) ;但 P'Co,., 
2,65! a, € s* 


c) = —P! (01,0,) = — PCo 0), Bt E max P CA 10.) = — min P (a, 


MI es? e,€ s! 


02). 因 此 ,在 二 人 零 和 对 策 中 , 非 合作 平衡 策略 对 (am ,oz) 的 定义 便 
是 : 若 有 策略 对 (ci ,0z) 满 足 ; 

P(a,,c0,) = maxP (o,,0,) 

| tet (2.1.8) 


P (0,,0,) = min P (2,,0,) 
op Es? 
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则 (eez) 为 对 策 的 非 合 作 平 衡 策略 时 。 将 此 结果 与 (2.1.7) 相 比 ， 
显 见 当 县 仅 当 对 策 有 值 时 ,每 一 个 保守 策略 对 均 为 非 合 作 平 衡 策 
覆 对 。 故 对 二 人 零 和 对 策 , 不 再 区 分 它们 (并 把 "“ 非 合作 ”一 词 路 
E). ZF Pareto 最 优 , 二 人 零 和 对 策 的 任何 策略 对 《maz) 都 是 
Pareto 最 优 , 故 对 二 人 零 和 对 策 , 就 不 讨论 Pareto 最 优 了 。 
关于 平衡 点 ,有 以 下 结果 。 
定理 2.1.2 在 二 人 零 和 对 策 了 一 (S1,3:5P 中 , 若 (olaz) 及 
《rrz) 是 两 个 平衡 策略 对 , 则 
《1) (or) 及 (ro) 也 都 是 平衡 策略 对 ， 
(1) Plasa D =P sr) =P Co, 142) = P(t ycz). 
证 m T Goo BFR CR ALA PG oDzmPG.o). 
另 一 方面 , (ri,m) 是 平衡 对 ,所 以 也 有 PO e zPG r0. FE 
Po,,0,) Z2 P(ru,o0,) > Pn) 
类 似 地 
Pot) > Plast) > Pad) 
由 此 两 式 便 推出 定理 中 (ii) 成 立 。 
对 于 任何 策略 o, € S! REA 
P(a,,0,) S P(o,,0,) = P,,02) 
AY EM eS. | 
P(t,,9,) 2 PG, 7) = Peso) 
这 就 证 明了 (roz) 为 平衡 对 ,类 似 的 (ourz) 也 是 平衡 对 , (成 立 。 
证 毕 。 | 
应 当 注意 ,该 定理 对 非 零 和 二 人 对 策 并 不 成 立 。 


$ ?二 人 零 和 有 限 对 策 的 基本 定理 


所 谓 有 限 对 策 是 指 局 中 人 的 策略 集 分 别 为 有 限 集 。 在 二 人 誉 
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和 情况 下 ,这 类 对 策 可 用 表格 形式 表示 。 若 里 有 普 个 策 覆 , 乙 有 > 
个 策略 ,此 时 可 列表 如 下 : 


POS, 
PG.1) ` J — PO) 


GG. is ACE PG.) 


PO 1) ` T] lol Pim, 


通常 ,这 个 表 可 用 mos 矩阵 的 形式 给 出 ,矩阵 的 第 isj JGA 
APG). WATE. H R^ (表示 甲 采取 第 ; 个 策略 ( 即 取 和 矩阵 
的 第 i 行 ) 时 甲 所 得 的 最 坏 效 益 , 即 R? G) = min PG, j) mi P 83 
保守 解 应 是 :到 i 使 | 

RA (= max min PG, 

类 似 的 ,用 C* CREAR RR ;个 策略 时 甲 可 得 的 最 好 效 

益 , 则 乙 的 保守 策略 7 是 使 
C* (j) = min maxP(,j) 
IX j&n 1i 


例 1 考虑 对 策 


显然 max min 了 PG, 站 二 一 2, 而 min maxPG@,7)=4. 
lear? eS 1X5 3 IP? 


Um| — so 考虑 对 策 
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显然 max min PC.7)=1,i min max PG, j)—1. 

I2 0mje3 DEJES PRI 

以 上 两 例 说 明 , 在 例 1 中 min max P G,;)55 max min P Ci, 

IJa De I&R? 1G j«3 

A WEP 2 中 它 变 成 了 等 式 ,同时 显 见 例 2 有 鞍点 而 例 1 中 对 策 
不 具有 和 鞍点。 那么 , 当 对 策 的 鞍点 不 存在 时 应 如 何 处 理 ? 

今后 为 书写 方便 , 记 了 (Ci, 让 二 aj+: 并 记 和 矩阵 Cayj)wxo 为 ARE 
为 支付 矩阵 。 

不 妨 设想 局 中 人 甲 、 乙 多 次 重复 进行 同一 对 策 活 动 ,在 每 次 对 
策 过 程 中 , 甲 、. 乙 分 别 随机 地 选取 各 自 的 策略 ,在 多 次 进行 之 后 再 
计算 多 次 对 策 过 程 后 双方 的 平均 效益 ,这 时 围 可 能 以 x 的 概率 取 
其 第 一 个 策略 ,以 r: 的 概率 取 其 第 二 个 策略 ,… ,以 zw 的 概率 取 
其 第 闫 个 策略 。 在 多 次 对 策 过 程 中 , 甲 采取 的 策略 此 时 可 记 成 向 
E T= (T, Trst In) FRE APB "iE GS E" (Mixed 
Strategy) , 1 PIHE vt. EN 

定义 3.2.1 局 中 人 甲 的 混合 策略 是 指 在 他 的 策略 集 上 的 一 
个 慨 率 分 布 。 RRA EPRA m TREH T FIRAR E 
m— Hb r= lr trs ，zo) 它 满足 条 件 ， 

> 0, = 1, 2 7 


2j5 —1 
X 的 全 体 的 集合 记 作 XX, 它 是 mx 维 空 间 的 一 个 单纯 形 。 
类 似 地 可 定义 乙 的 混合 策略 为 乙 的 策略 集 上 的 概率 分 布 , 它 


Æ n HEMT y= Cyn yoo yn). HERI YY Æ n 维 空 间 
中 的 一 个 单纯 形 。 
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(2.2.1) 


在 甲 的 混合 策略 中 有 一 类 特殊 的 策略 ,它们 是 @@, 二 (1,0,…， 
0),a,— (0,1,0,0), ,am 二 《0,…,0,1)。 它们 对 应 于 围 的 策略 集 
中 原 有 的 m 个 策略 , 称 为 甲 的 纯 策 赂 (Pure Strategy)。 同 样 可 定 
RAH 2 T£ SERE B,—-(0,--,1,.:- ,00,2—1 +25 un, dp 1 AE 
向 量 的 第 : 个 分 量 的 位 置 上 。 今 后 ,在 不 会 引起 误解 的 情况 下 ,不 
论 混 合 策略 或 纯 策 格 ,一 律 称 为 策略 。 

不 难看 出 当 甲 选取 策略 x、 乙 选取 策略 y 时 甲 的 期 望 收益 为 ， 

zAy 2. 2 asy, Z5. S AG) (2.2.2) 
AP y" 是 y 的 转 姓 ,但 今后 在 不 引起 误解 时 ,把 A4(x,y) 记 作 
XxAy， 

此 时 对 策 含义 已 与 原来 对 策 不 同 ,现在 是 在 混合 意义 下 来 考 
虚 的 , 故 把 它 称 为 原 对 策 的 “混合 扩张 ”mixed extension) ,仿照 前 
面 的 记号 ,把 对 策 本 的 混合 扩张 记 作 本 ==( 革 ,Y;4), 以 后 为 叙述 
方便 , 略 去 混合 扩张 一 词 , 而 称 之 为 对 策 , 有 时 简 路 地 说 “对 策 AU. 
自然 会 问 ,对 于 了 荆 一 (和 74 ,鞍点 的 概念 是 否 可 以 推广 ? 仿照 前 
面 的 定义 ,引入 

定义 2.2.2 XUF D—OGY A) SERB WHE 

AG y) &AG y) SAC, y) (2. 2. 3) 
其 中 zEX,yEY, 则 称 (z,y) ,为 卫 的 (混合 扩张 意义 下 的 ) 鞍 点 。 

显然 需要 回答 对 筑 的 混合 扩张 是 否 总 存在 鞍点 ? 这 是 二 人 和 零 
和 对 策 中 的 基本 问题 ， 

首先 ,不 难看 出 对 于 任何 定义 在 XXXY 上 的 函数 FC, y) 
EX,yEr 总 有 

sup infF (r.y) € inf supF Cr.y) (2.2.4) 
这 是 因为 对 于 任何 y€Y, sup GRE (x, 》), 因 此 inf supP (as 
yrintk(r.y), 由 此 立即 可 得 (2. 2. 4). 
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今后 常 把 inf 简写 作 inf ,sup ,简写 作 sup, 余 类 推 。 

假若 X.Y 都 是 紧 的 , 且 上 在 XXY7 上 连续 , 则 inf,sup 可 分 别 
PE min,max, 于 是 上 式 改写 为 : 

© max min¥ (x9) <= min maxi (x T (2.2.5) 

而 鞍点 的 存在 相当 于 问 在 式 (2. 2. 4) ER C2. 2. 5) 中 等 式 何 时 成 立 ， 
或 证 上 述 两 式 中 不 等 号 可 以 反 向 ,这 就 是 Von Neumann 的 著名 
的 最 小 最 大 定理 (mini 一 max theorem) 。 它 是 一 个 基本 定理 .引起 
许多 人 的 兴趣 ,证 明 方 法 很 多 ,下 面 介绍 几 种 。 

第 一 种 证 法 利用 凸 集 分 离 定 理 , 分 离 定 理 断 言 两 个 没有 公共 
内 点 的 丁 集 必 存 在 一 个 超 平面 把 它们 分 开 。 关 于 凸 集 及 分 离 定 理 ， 
读者 可 参阅 论述 凸 分 析 方 面 的 书 , 如 关 和 率直:《 线 性 沁 沙 分 析 入 
F1». 我 们 先 由 以 下 引 理 开始 : 

引 理 2.2.1 E S" 是 R” 中 的 单纯 形 , 即 对 任何 zE 5" c 


足 x;zm0. 1.2, P, 2 一 1, 又 设 b= (b, bo. 6m) 为 一 固定 
向 基 , 则 


max 20 max b; (2.2.6) 
jum | [CES ‘ 


zm 
r€i" 4 


cA An 
ut 显然 maxb = Žu zj maxi 2) cb, 585 — H M maxi = 
í j= n ji i 


bi max Dy xb 证 毕 。 
直面 再 给 对 策 的 策略 作 一 几何 解释 。 为 此 把 支付 矩阵 4 重新 
改写 为 ; o 


au EEEE ES a 


il = (A. pA Awd 


a "apo. Sms a 


这 里 4. 表示 A 的 第 / 烈 所 构成 的 列 向 量 , 并 把 A.j 看 作 m 维 空 
闻 中 的 ， 个 点 。 现 用 G 表示 R 中 由 诸 向 量 4.,,j 一 1,2,…,n 张 
"TET WO 
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c= (DA. Mont jm of u) (2.2.7) 
ERG 中 的 向 量 了 的 第 ; 个 分 量 即 
n= Dew, = (A); 


再 考虑 实数 A, 它们 是 某 向 量 卫 的 诸 分 量 的 上 界 。 即 对 此 ) 若 存在 
PEGE PSA, i=1,2 nem 成 立 , 则 称 4 为 宜 取 的 。 把 所 有 这 样 
的 数 1 的 集 记 作品, 易 见 只 非 空 。 因 为 若 有 N>api=l, 2 m, 
j=l 2 en BANE, 其 次 ,着 NN 充分 大 , 则 人 有 下 界 为 一 
N. RR O ATI iE usin 入 ,可 证 4. WHORES WEN. 
HEARE 34 (AL ER, 并 使 入 一 为, 因 对 每 个 均 为 宜 取 , 依 宜 取 
E X BLATE 97 € G f qi A, EH BERE RR G 是 紧 的 ， 
BRA Fl (77) BP A — "P TRES gO EG, HEIL SEAT qi SA, BLA 
A 为 宜 取 的 。 
现 考虑 集合 O, 如 下 : 
O, = {glq; & Ni = 1,2, ml (2.2. 8) 
TOES SiO, AAR G dHEEL BUR BK. SEXE ELO, NGD 
9" 2OKMARHALKESA CHA DIE EE a 08 XT B. 
现在 已 构造 了 两 个 凸 集 :G MO, (请 读者 自己 验证 )。 而 凸 集 
的 分 离 定 理 断 言 :两 个 没有 公共 内 点 的 凸 集 必 存在 一 张 超 平面 把 
它们 分 开 。 所 以 对 于 集 O, ,可 作 它 的 支撑 超 平面 ,使 集 Ox 完 全 位 
于 起 平面 的 一 边 。 假 设 # 为 R* 中 的 点 ,可 作 超 平面 : 
Da Taai > PIE (2.2.9) 
并 设 此 平面 的 法 线 方向 是 指向 远离 0, ~- 侧 的 因而 对 于 Ou 中 的 
每 一 个 #, 对 此 超 平面 必 满 足 | 
2465 Hos <0 (2. 2.10) 


并 且 在 O, 中 存在 一 点 COR SAR. DUERME s 满足 


31 


20.7 = 1,2,-¢,m, Sa = 0 
' i-i 


H mo À S p, (2. 2.11) 
iz] 


ix E. 的 非 负 性 可 通过 将 点 E= (Agar Ag — Nyro vA FR 
入 (2.2. 19) 中 得 到 。 其 中 一 N E E BUE RSME Stan ji, 
HEN 充分 大 。 又 由 于 (2. 2. 9 定义 一 个 超 平 面 , 而 诸 ps 非 负 , 故 


$i 22470, X EE Ou 的 支撑 平面 必 过 顶点 E= Qo AD ,所 以 


C25 AD 十 和 一 0, 从 而 得 出 (2. 2. 11) 中 的 第 三 式 。 反 之 > ASME VE BR 


满足 (2. 2. 11) 的 任何 w 的 集 , 可 确定 Oo 的 一 个 支撑 超 平面 ,并 且 
平面 的 法 线 指向 不 含 Ow 的 一 边 。 


在 支撑 平面 方程 两 边 同 时 除 以 U s IES a= i 22 sO, 
的 支撑 平面 方程 可 改写 作 : 
2z& — A = 0 22.135 


其 中 2 一 1, 且 z; 闻 0, 此 时 可 设想 甲 的 策略 x 二 xis zy， end 


. 合 在 单纯 形 S” 中 , 即 满足 m0. 1.2.ums 和 一 1, 并 由 它 
可 构成 集 Ou 的 支撑 平面 (2. 2. 12) ,反之 亦 然 。 但 另 一 方面 , 乙 的 
策略 Y= Gio yiii» , 它 含 在 另 一 单纯 形 q" 之 中 , 却 对 应 于 G 


中 的 点 。 因 为 对 y, 可 伴随 地 给 出 分 量 为 P= 252,5, 的 点 P= 
(站 ,P:,…,P,)。 不 幸 的 是 到 G 的 对 应 并 非 一 对 一 的 ,因为 若 4 
的 秩 小 于 时 Y 的 子 集 便 映 到 G 中 ,反之 亦 然 。 
由 以 上 讨论 ,将 支付 A(x,y) 看 作 工 与 Ay 的 内 积 , 即 ACz,y) 
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= Ge Ay) X HB. Ay 由 y ME AAG 中 的 点 。 此 时 可 证 ， 
定理 2.2. 2(MIin — max 定理 ) 对 于 P=(X.Y;A) A 
min maxA (x.y) — max minAG y) =y (2.2.13) 
.其 中 为 厂 的 值 。 | 
证 “ 先 构 造 上 面 所 述 的 凸 集 0 及 G. 因 OW 与 G RBIS di ifs 
集 分 离 定理 ,存在 超 平面 吾 将 它们 分 开 。 由 于 O, 与 G 相 接触 , 故 
分 离 平面 也 是 支撑 平面 , 且 其 法 线 指向 不 含 0, 的 一 边 。 设 此 平面 


的 法 线 方向 数 为 zi 一 1,2,… m. 并 对 一 切 5E Ong AH 25 306. 
«o. S8 —JÀJ1 RXI—U 1€ Gf >/ xi, ~ 40. E y 为 任何 已 给 策 


略 , 则 它 所 对 应 的 向 量 VEC. AAE s Dy any) TES UI y € 
了 有 
Alt, y) 一 Ea Nay) 之 Ay 
但 若 用 y" BE PEGN Oo HRR W 22a; CA MBI 2. 2. 
1, 却 又 推出 对 一 切 x€ X, Alr, DSA. HIME y (di 
AG) S AG’. y) S AG, y) (2. 2.14) 
证 毕 。 
第 二 个 证 法 利用 函数 的 凸 性 及 不 动 点 原理 ,这 里 假设 函数 连 
续 。 
定理 2.2.3 d F(z,y) 是 定义 在 (x;y)ECXD 上 的 连续 实 
eR. RP COD ERREPH ER LR. 又 设 对 每 个 zx, By HS 
函数 ,而 对 每 个 yF E r E 


min maxF(r,y) = max minF (x sy) (2. 2.15) 
vED reEC r€C yea 


ut 对 每 个 zs 定义 Ox FG, 320,39 
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B, = {y|O.G) = min®,(y) } (2. 2. 16) 


易 知 Bx EZ, HIE SS B. WEP OS y DBR. 再 对 每 
^ y EM d, Go) — FG 30,30 

A, = {zl¢,@) = max, Ce) } (2.2.17) 
同样 知 A, IES AA. FH E=-CKD. AFC. DIGAAR MH 
其 直 积 过 也 是 凸 集 。 设 映射 

g:C X D— A, X B, 

由 于 AS B. 非 空 , 且 分 别 为 C.D WFR. AXB 也 非 空 、 
A AB EMR. Wea A Kakutani 的 不 动 点 原理 。 此 定 
理 断 言 ;若是 一 个 闭 单纯 形 , 且 S ALFERRA, CAE E K 
一 点 映射 为 睛 的 一 个 闭 廿 子 集 , 则 存在 点 SCE E EEr), A 
Bik E.g 都 满足 Kakutani 定理 中 所 要 求 的 和 条件, 因此 存在 点 
Cx’, y") E Ay’ XB, BP 

Fix!) SFC, y V2 EC 

F(x*,y9) & FG ,y),V y€ D 
pt UH HE LH : 

mn maxP Gr, y) = max mink (zy) 
证 毕 。 
由 此 可 知 对 策 卫 = (C,D;£) 具 有 对 策 值 。 
上 面 的 证 明 要 用 到 不 动 点 漂 理 .但 这 个 定理 有 一 个 初等 证 明 ， 

它 充 分 利用 所 给 应 数 的 几何 性 质 。 先 假设 对 每 个 zx, Ey 的 严格 
Cee Me yF dE DP Ay 的 严格 凸 函 数 ， 
故 存 在 唯一 的 y(z) 使 


def 
FTIYyCT)) = minF(z,y) === mx) (2. 2. 18) 


AFF 为 一 致 连续 , 昌 yz) 为 唯一 , 故 z(z) 及 y(z) 连 续 。 又 因为 
回 范 数 族 的 极 小 函数 仍 是 四 的 ,所 出 :Crz) 为 止 的. 设 AE 
数 m《z) 取 极 大 的 点 , 即 
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mCr') = maxm(z) = max minF(r,y) (2. 2.19) 


比较 x^ 附近 的 点 处 了 的 性 态 , 设 xEC kreo] H FX 
于 严格 四 的 假设 ,有 
FCG — t)r’ + tx, > (0— DP yy) b tr,y) 
= Q — t)m(2°) + tF(2r,y) 
4 y-2y(1—0zx^ +e) ,所 以 在 上 式 两 端 取 ym yf 
mA — ax? + tr) > A — DmG]) + iF Gy) 
(E AS — eC Com(r'O0mmEmCGO,.-FIÉm'02m(Q0—o0r' + 
tx), Moin 
F(.y)sm')-—FG'.yG') 
4 1 一 0, 于 是 (一 站 zx ' 十 tI 一 x , 且 yy 一 y(x*)。 由 此 推 知 对 任何 
xf FGs.yGO SFr ye). GS yat)=y', URA ovs 
Fic’ sy JER y(x) 的 构造 方式 , 便 得 
Fír,.y')zvzFr'.y (2. 2. 20) 
此 式 等 价 于 min 一 max 定理 。 
下 面 把 严格 凸 或 外 的 条 件 放宽 ,为 此 定义 ;: 
Fry) = F(x,y) — ef (rx) + egy) (2. 2. 21) 


其 中 f(x) = 24atgGon o 24 yi FRED F, 均 满足 所 说 的 
Pos aR ABER. Bai i58 ADXP—UG. €CxD.8 
FG, y2-—efGOs FG, yD UKE Cres KE May egy) 
再 令 e 一 0: 并 注意 z 一 z yey" uu RIE 

F(x.y')s&vszFG',y). 

定理 证 毕 。 

对 矩阵 对 策 D— (X,Y;4), 可 用 下 面 一 个 颇 为 巧妙 的 方法 证 
Bj mini 一 max 定理 。 为 此 , 记 以 A 为 支付 矩阵 的 对 策 r EA 


vCA) ,此 外 , 设 kj(x)= 2 aux hm S any jml ， = 
im 7-1 
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1,2. ome. 注意 minAtx,y) 是 申 的 最 坏 收益 ， 但 Ala y2d& y 的 线 
性 函数 ,对 给 定 的 ,minA(x,y) 应 在 单纯 形 Y 的 一 个 端点 处 取 
z IE — 个 对 应 于 乙 的 某 纯 策略 的 单位 向 量 处 取 到 ， 所 以 对 于 
乙 , 当 围 选 定 xz 后 甲 的 最 坏 情形 是 min 名 Cr), eit minA (r, 
3 方便 些 , 因 为 此 时 只 JEER PIRE j. 25S (pL Rb, 考虑 乙 的 最 
坏 情形 ,在 给 定 y ERTE E marh O) ;此 时 甲 的 保守 值 是 在 条 
件 minki(z) 之 下 选择 最 好 筑 略 时 的 所 得 ,也 即 v CA) = max 
min k, C) ,并 称 它 为 对 策 的 下 值 CLower value, hid fF v CADO, % 
似 记 对 策 的 上 值 CUpper value)v* (A)=min max h,Cy) eu? CANE 
记 作 v CAD T vt CA) —v^ (4) 时 , 便 称 它们 的 共 公 值 为 对 策 的 
(BR ife vCA) ,当然 一 般 vt CAD Su CA). Bid gap(A) —v* (A) 
—v (A). mini—max 定理 是 说 gapCA2 — 0, 331 M. JE ffs HE ERR SE 
PB, 此 时 先 注意 如 下 事实 : 
5138 2.2.4 若 4 至 少 有 一 个 元 素 , 则 必 存 在 某 行 或 某 列 , 当 
把 它 删 去 后 和 矩阵 中 翻 下 元 素 构成 的 矩阵 记 作 4 时 , 它 使 
gap(A) 之 gap(4) (2. 2. 22) 
zr 9 gw BAR RBS m SE mtn—2 次 ,A fit& 1E 
为 1X1 BRE 1X1 和 矩阵 的 gap 显然 是 零 , 由 (2., 2. 22), 随 着 
不 断 删除 的 过 程 ,gap(4) 不 会 变 小 ,所 以 必 有 gap(A)=0. 
“” 引 理 的 证 明 。 设 x*、y' 分别 为 甲乙 的 保守 策略 , 则 
oo (A), i= 1.2,*** ,m 
Ra") Su (A), 了 一 1.2,-,n2 
此 时 有 两 种 情形 :假如 (2. 2. 23) 中 对 一 切 i 及 j, 等 式 均 成 立 , 则 


vt (A= Pa hly") = AG' y") 
im] 


(2. 2. 23) 


= J yj kæ") =v (A) 


gmt 
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aX gap(A)=0. 24 808 TE B FE TK 4 , 必 满 足 (2. 2. 23). 

另 一 种 情形 是 (2. 2. 23) BE £V PEA EC LA RETE 
Bp aCe eu (A) SUE A 05 98 n FUIS rm 349 EX, 4 B8 T XB E 
A. BEREH A vt (A) vt CAD v^ (AD v^ (A). 它们 便 构成 (2. 
2.22). IR z^ My OSHA ZF 4 的 保守 策略 。 由 于 y" 仅 
为 2 一 1 维 向 量 , 此 时 定义 一 个 维 向 量 y = Cyt 0-1 00 
是 

v^ (Ay= maxA,Cy" ) = maxh; Cy" ) 
== min maxÁA,;(y) = vt CA) 
B] v7 CÀXYZRv* CAD MWER SEE v^ (A) <u CAD, Hh Oe 
之 1, 把 x' 与 x' 用 :组 合 起 来 , 即 设 x'==(1 一 e)z* 十 ex*. HER 
纯 形 X EO uot 为 混合 策略 。 此 时 苦 设 (Alo (4), 将 会 导 
UE. SEXE EXIF 1052.1 
k= (0 — eka") + h(x") 
= Et) + elk GT) —k GT) 

由 于 前 设 ED. CAD. BLAIR e 充分 小 时 可 保证 £C 
mw (A) We CA) = max min k, GO BY XE XH AP I AREA vc 
(Aye CAXTAR XE JA fii v^ CAD<u CAD, TE, 

由 些 引 理 立即 推出 矩阵 对 策 的 min — max 定理 成 立 。 

今后 ,对 于 值 为 v 而 支付 函数 为 4(z,y) 的 对 策 , 凡 使 4(z"*， 
3)Zv.y€Y 的 策略 x’ , 称 为 甲 的 优 策 略 (DPtimal Strategy). Tj 
凡 使 A(xr.y' )Xvo.r€ X 的 策 酷 3 , 称 为 乙 的 优 策略 ,z 称 为 对 策 
f&. 


3 3 ”矩阵 对 策 的 优 策略 的 性 质 


为 讨论 矩阵 对 策 的 计算 方法 和 其 他 一 些 问题 ,有 必要 讨论 优 
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MAYER. OAT RL ITE A. FHERR H X". 
乙 的 优 策 略 集 为 Y, IREE v CAD v. 

下 面 列 出 有 关 性 质 。 

性 质 1 每 个 局 中 人 的 优 策略 集 是 一 闭 凸 集 。 

证 明 略 ( 留 给 读者 ) 。 

性 质 2 Hy BORIS H.R y; 0. RUE ES (E f 
优 策略 z, 必 有 

ACx,jo) = > tiain = Us (2.3. 1) 


式 中 A Crs jo) SUR RURIE =. 乙 取 纯 策略 B。 时 的 支付 。 
证 x 为 优 策略 ,对 乙 的 任何 纯 策略 BB 一 0,…,0,1,0,…， 
0),( 其 中 1 位 于 第 + 个 位 置 处 ), 可 得 ， 
Sra, > vsr = 1.20047 (2. 3, 2) 
若 式 中 严格 不 等 式 当 /= 为 MELT T yz 2-0. URS 
yp, S tiasa > vy) 
而 对 于 Aj ü 
yw E ic 22 VY, 
所 以 
E se. ES =v 


而 此 与 y 为 优 策略 矛盾 。 故 对 一 切 优 策略 2 BA 2 nas =v. iE 
性 质 2 中 甲乙 的 地 位 互 换 ,可 写 出 相似 的 结果 ( 留 给 读者 )。 
性 质 3 Wo 为 对 策 值 ,>* 为 甲 的 任何 优 策略 ,又 若 对 某 个 

jos Fi 
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AG" ,jo) >v (2. 3. 3) 

则 对 乙 的 任何 优 策 略 oy bA yi = 0, 

证 明 仿 性 质 2。 

还 可 猜想 其 逆 也 成 立 , 邑 

性 质 4 设 v 为 对 策 值 , 若 对 乙 的 任何 优 策略 y 4 vio. ni 
甲 必 有 一 个 优 策略 x^ 使 得 

Alz* rjo >v 

为 证 此 性 质 , 还 需 以 下 之 Farkas 3, WI 7S ALDAT AE X. 

€X 2.3.1 iEz'—-Gi-.zD.kR—1.2.-5À3pnih 
地 , 则 称 如 下 向 量 zx 的 集 。 

ey eee (2.3.4) 


kmj 


H zee 生成 的 凸 锥 。 

易于 验证 这 个 锥 是 凸 的 。 

引 理 2.3.1 iE z^— (G3, D.E— 1,2, pH nRa, 
车 它们 对 任何 满足 不 等 式 W (207 之 0 的 向 最 W — Gus wD 
RE iE HI We Z0, Wt] z^ 必 属 于 由 z esie ERE CRP) 
Ac 分 别 为 hehe. 

证 ”假设 > 所 凸 锥 C, 则 由 分 离 定 理 , 必 存在 一 个 向 量 厂 RE 
数 4, 使 得 


Wet = X wz; = d 
j=1 
以 及 对 任何 UEC, 有 
WUT = Wu; > d (2.3.5) 


现在 0EC, 所 以 d<0, MIRA Scc HEE WS’ >d (ate ws" 
达 0, 取 充分 太 的 正 数 + 乘 以 5, 则 :EC, 并 可 确信 W GSOT Ah 
任何 给 定 的 负数 (只 要 :足够 大 ) ,特别 它 可 小 于 d. Bl WOS) 
,但 此 与 (2.3.5) 蔬 盾 , 故 必 有 xzEC, 证 毕 。 
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现 证 性 质 4 不 失 一 般 性 ,可 设 v==0, 因 车 % 关 0, 只 须 在 支付 
RRR A — (as) 中 ,用 lai) 一 v 代 百 (ov) 面 得 一 新 对 策 , 此 对 策 与 原 
对 策 有 相同 的 优 策略 集 , 只 不 过 对 策 值 变 为 等 而 已 。 

考虑 由 如 下 mta 一 1 个 向 量 生 成 的 趾 锥 C, 这 些 向 量 是 e = 

aj 
C1,0,*7,00,06;7 (0,1. 7,00, 77,6, = (0,0, 7,10. 4. j= | : sf 
lanj 
Æ jor eT MFA. NUB—A.,€C. AUN —A.,&C. RE 
A. KECE nt m—1 PEMER pir st Ai FF jo AE 
= Ai = S de 十 SAA; (2.3. 6) 
i=l PSP y 
改 用 坐标 表示 s EP ZF i—1,2.- omn 
0j, = Mi EE Maa, 


i*i 
ix ABA 
as 十 aij, = Bi x0, 1—1,2,-5,m 
PE 
-— 
用 1+ 204, 除 上 式 两 边 ,并 令 
A, 1 
EE SUA. n= —— (2.3.7) 
Y; TER Yj o ig» 
Pg i*ig 


{BB AG.y' ) 委 0 一 5 一 1:2 0 所 以 六 是 乙 的 优 策 略 ,并 县 
yj, > 0. (HG 3ETE 4 所 假设 的 情形 ,所 以 应 再 考察 一 A.; &C. iH 
Farkas 5] 88, FETE et W — Qui to, (ER wel 220,17 1525775 
mwA 220, j75 jo {LMA — WA, <0. H OWel 20,7=1,2,-, 
m HEM wizE 0.1 1,2. m, M HWA., <0 HELE WHO, Bru 


必 有 2:10. 用 它 作 除数 ,并 入 
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wW; £2. KH 8) 


c's (rf yer) 
便 得 AGc D0, A Ge! 027 0. FW e he A, 
H AG 5,70, EE, 
今后 为 方便 起 见 , 若 策略 x 的 第 i 个 分 量 = 之 0, 便 称 甲 的 第 ， 
个 纯 策略 与 策略 x 有 关 , 也 即 x 含有 纯 策 略 & 的 成 分 。 在 讨论 中 
有 了 时 也 交互 使 用 第 ; 行 或 第 i 个 纯 策略 «或 纯 策略 i 等 说 法 。 若 第 


i 个 纯 策 略 使 和 ay 一 v, 便 说 第 ?个 纯 策略 是 关于 策略 y 的 一 个 
“平衡 因子 ”。 所 以 性 质 2 可 重新 叙述 为 ; 若 第 i 个 纯 策略 与 优 策略 
z* 有 关 , 则 纯 策 略 ;对 于 乙 的 任何 优 策略 y, 都 是 一 个 平衡 因子 。 
关于 优 策略 y 的 类 似 术 语 或 说 法 , 仿 此 建立 。 同样, 性质 3,4 也 均 
可 用 平衡 因子 的 语言 加 以 叙述 。 

最 后 ,本 书 常 使 用 记号 Ay V. Hop y 是 策略 (向 量 ),Y= Go 
ui 也 是 向 量 ,其 中 v 为 支付 向 量 为 4 的 对 策 的 对 策 值 。 类 似 
可 理解 Ay«V.rAZIV 等 等 含义 。 

下 面 利 用 优 策略 的 性 质 来 分 析 策略 的 优 劣 和 选取 。 从 人 的 行 
为 规律 看 ,人 们 在 做 事 时 总 是 选取 好 的 方法 ,“ 扬 长 避 短 ",* 去 劣 存 
优 ?。 在 选取 策略 时 也 是 如 此 ,下 面 先 来 比较 策略 的 优 劣 。 

定义 2.3.2 Wa HERE 一 (wm 504g) B= (8,,…,B,), 若 
对 一 切 让 均 有 “> 及 , 则 称 “严格 优 于 BRS a 严格 控制 8, 有 时 
也 称 “严格 超过 D. 

现在 考察 矩阵 对 策 的 策略 优 劣 , 其 中 设 对 策 C= CX.Ys AK 
(AH v. 

定理 2. 3. 2 车 对 策 的 支付 矩阵 4 的 第 j 行 严格 优 于 第 i 
fi. RA P 行 可 由 4 中 删 去 而 不 会 改变 局 中 人 甲 的 优 策略 集 ， 

4] 


证 ”对 于 乙 的 优 策略 y ,显然 有 v> ayi > aayi ,由 
性 质 3 中 相应 于 甲 的 情况 ,可 知 不 存在 甲 的 优 策略 x* 而 使 z7 > 
0, 即 第 ; 行 可 由 A 中 删 去 而 不 影响 甲 的 优 策略 的 选取 。 证 毕 。 

说 明 ”对 于 乙 也 有 类 似 结果 , 即 : 若 第 了 列 严格 的 超过 第 ; 
列 , 则 第 7 列 可 从 矩阵 4 中 删 去 而 不 影响 乙 的 优 策略 的 选取 。 在 
推 证 此 结果 时 只 贫 注意 在 零 和 对 策 中 甲 的 所 失 便 是 乙 的 所 得 即 
可 。 

定理 2.3.3 车 矩阵 的 第 ; 行 严 格 的 被 其 余 各 行 的 凸 组 合 所 
超过 , 则 第 ; 行 可 从 矩阵 4 中 删 去 而 不 影响 甲 的 优 策略 集 。 

相应 地 , 若 矩 阵 第 j 列 严格 超过 其 他 各 列 的 凸 组 合 , 则 第 列 
可 从 矩阵 A 中 删 去 而 不 影响 乙 的 优 策略 集 。 

定理 2.3.4 车 行 中 的 某 集合 R 的 一 个 凸 组 全 严格 超过 行 
的 另 一 集合 R; 的 某 凸 组 合 , 则 在 R 中 必 存 在 一 个 可 以 删 去 的 行 。 

相应 地 ,车 列 中 的 菜 集合 C. 的 一 个 凸 组 合 严格 超过 列 的 另 一 
RE C, 中 列 的 某 一 凸 组 合 , 则 C, 中 必 存 在 一 列 可 从 A 中 删 去 。 

以 上 两 个 定理 都 不 难 证 明 ( 留 给 读者 ) 。 

定理 2.3. 5 BRM A 可 写作 分 块 矩阵 ， 


X 4 中 每 一 列 严格 超出 A, PHA T OAS. Mi A, 中 每 一 
行 严 格 的 被 A, 中 行 的 某 个 凸 组 合 超出 , 则 AAA 均 可 删 去 而 
不 影响 息 、 乙 的 优 策 略 集 。 | 

证 ”假设 A. 46038 ; 行 被 甲 的 某 个 优 策略 x' 以 正 概率 4 所 采 
用 ,由 于 A 的 行 的 某 个 凸 组 合 严格 优 于 A 的 第 i 行 。 此 时 可 按 
A, 中 行 的 凸 组 台中 各 行 的 权 的 比例 把 ARE A 的 各 行 中 。 这 


样 得 到 一 个 新 的 策略 x", 依次 把 As 中 凡 与 优 策 路 xz* 有 关 的 行 都 - 


进行 操作 ,最 后 便 得 到 一 个 新 策略 z, 显然 当局 中 人 甲 采 用 zm 
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采用 对 应 于 A 中 列 的 纯 策略 时 ,所 得 的 期 望 支付 一 定 会 大 于 甲 
采用 xc ,而 乙 采 用 A 中 前 述 同 一 列 代表 的 纯 策 略 时 所 得 的 期 望 ， 
Bl 
Gr. AB) > G^ LAB) zv ` (2.3.9) 
AF A, 是 对 应 于 4 中 第 j WIA. 
对 A, BS FE — 9l 2, BRIE A, 中 存在 一 个 由 组 合 y 使 之 严 
格 的 被 A: 的 上 列 超过 。 此 时 把 A; 中 各 列 均 设 为 零 并 补充 到 y* 
Th {8 y 成 为 乙 的 一 个 策略 ,可 推 知 对 于 A 中 的 第 7 列 , 有 
Gr, AB) > Ge, Ay!) 2 GA yeu (2. 3. 10) 
上 面 最 后 的 不 等 式 是 由 (2. 3,9) 推 出 的 。 由 (2, 3. 9) (2. 3. 100 BY Anl 
对 A 的 任何 一 列 j SUR Gr ABD 2v. 当然 对 乙 的 任何 优 策略 y 
CE BLA 的 各 列 构 成 的 一 个 凸 组 合 ), 也 有 (zx,Ay') 半 v. 这 与 v 
ADSATSRABL ES MPS. PUA 中 决 不 会 有 任何 一 行 以 正 概率 而 
为 甲 的 优 策略 来 用 。 类 似 地 可 证 A, 中 任何 列 不 会 为 乙 的 任何 优 
策略 所 采用 。 定 理 证 毕 。 
上 述 定理 是 用 严格 不 等 式 给 出 的 ,实际 上 也 可 用 于 非 严格 优 
于 或 非 严 格 超出 ,也 即 可 用 于 ”之 ”的 情形 。 采 用 上 述 方法 后 ,一 个 
矩阵 对 策 可 晓 化 为 一 个 新 的 更 简单 的 矩阵 对 策 .对 新 对 策 求解 后 ， 
只 要 记 住 源 来 的 矩阵 中 删 去 的 是 哪 几 行 . 哪 几 列 ,把 山 去 的 行 . 列 
所 对 应 的 分 量 记 作 零 , 添 加 到 新 的 对 策 的 最 优 解 向 量 中 去 , 便 得 到 
原 对 策 的 最 优 策略 向 量 。 
策 赂 的 优 步 比较 还 可 采取 以 下 的 定义 。 
定义 2.3.3 在 对 策 修 = (XX,Y; 有 A) 中 ,车 甲 的 两 个 策略 v 及 
x 以 及 乙 的 任何 纯 策 略 应 , 均 有 
(r.A8,) Z AB) (2.3. 11) 
则 称 c! EF a. 类 似 , 对 乙 的 两 个 策略 y y! 及 甲 的 任何 纯 策略 
wu, 都 有 
(aA,y') <= (a,A,7*) (2.3.12) 
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则 称 y MEF y. 
FEL EE X rip SPB ES >" 


一 ”, 便 称 为 "严格 " 优 


讨论 如 下 之 对 策 , 其 支付 窍 阵 A 为 : 
(2 0 


ft 1 


1 4 
|! 2 5 3i 
[4 1 3 2 


解 显然 第 4 列 的 各 元 素 严 格 大 也 第 2 列 中 相应 元 素 , 故 由 
定理 2.3.2,8& 4 WOT. PEE: 


2 V 1| 
1 2 Z| 
4 1 3j 


在 此 新 矩阵 中 第 3 £r S TRATES 1 ACR LBCUICRE 
阵 中 第 1 行 可 删 去 ,得 另 一 矩阵 


而 此 新 矩阵 中 第 3 列 又 严格 超过 第 2 列 ,所 以 第 3 UE R T 
的 元 素 形成 如 下 2X2 BH, 


a 
4 1 
E IE MOSCA S E SE CI LO ZB ESE OC 
3) ARE MH v 7/4, ERE RUSO Se 
HES FE (0. 3 


(2 
4 
行 和 列 , 故 原 对 策 中 甲 的 优 
3 
"d 
49i 2 


i^ 乙 的 优 策略 是 (二 二 ,0,0) ,对策 值 v— 7/4. 


讨论 对 策 ， 其 支付 矩阵 4 为 ; 
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0 一 3 一 3 | 
1 3 —2 2 o| 
1 -2 1 1 0 | 
0 0 —1 —4 1 
3 一 2 -1 6 —2) 

解 第 1 行 显然 比 第 5 行 相 应 各 元 素 小 , 故 第 1 行 删 去 , 璋 下 
矩阵 中 第 1 列 显然 超出 最 后 两 列 的 各 以 1/2 为 权 的 组 合 , 故 第 1 
列 删 去 。 所 得 新 抢 阵 可 以 视 作 分 块 和 矩阵， 

3 —2, 2 0 


—2 -1' 6 —2 
其 中 ALA AnA 都 是 2X2 和 矩阵 ,应 用 定理 3. 3.5, 可 知 Az As, 
A, TJ n] We. AmE R — 2x 2 矩阵 


3 一 2 

| d i | 
解 此 新 矩阵 所 表示 的 对 策 , 甲 的 优 策略 为 ( 半 S, ZAREE A 
(2,2) ,对策 值 " 一 一 寺 . 考 处 到 所 删 去 的 行 与 列 , 原 对 策 中 甲 的 


优 策略 为 (0, 癌 , 言 ,0,0), 乙 的 优 策略 也 是 (0, 言 , 立 ,0,0) ,对 策 什 
1 / 


Uem 


L, 
S4 优 策略 的 计算 及 一 些 特殊 对 策 


怎样 找 出 局 中 人 的 最 优 策略 是 局 中 人 最 关心 的 问题 之 一 。 假 
如 对 策 有 鞍点 ,应 先 寻 求 鞍点 。 若 不 存在 鞍点 ,可 用 $3 中 策略 择 
优 原 则 把 支付 矩阵 化 简 。 然 后 可 按 下 面 所 介绍 的 方法 求解 。 
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1. 2X n 矩阵 对 策 的 解法 
当 支 付 和 矩阵 为 2X 时 可 采用 几何 作 图 或 代数 方法 求解 。. 设 对 
策 的 支付 秆 阵 为 : 
A dz * d, 
a Az Ut Qo 
此 时 局 中 人 里 的 策略 可 只 用 一 个 变量 m CO 1 RE XH r K 
示 甲 取 第 1 个 纯 策 略 ( 即 第 1 行 ) 的 概率 . 若 乙 采取 纯 策略 8, UR 
的 期 望 支 付 可 表示 作 1500 = xai 1-2 az, 此 时 令 
oz) 一 BUG = 1,2…,n) 的 下 方 包 络 
= int ZG) = minl,(z) (2.4.1) 
再 设 ro 为 AoE 0 委 z 委 1 中 的 极 大 点 , 即 ero) = max ea) ,此 9 


(zo) 便 是 甲 选取 xo 而 乙 选 取 任 何 纯 策略 时 的 最 大 期 望 支付 . 因 乙 
的 任何 混合 策略 是 其 纯 策 略 的 凸 组 合 , 故 支付 也 是 诸 LC B 8 fR 
合 。 由 于 甲 选取 ro 时 应 使 他 在 所 有 情况 下 至 少 能 得 到 A Ht v 
= 20) EHH v MIA vw’. 

TER lj GO = rajt QO—2x)a:7 (ayj—anpata, HILAR XE 
z 一 平面 上 的 一 条 直线 。 

下 面 分 析 乙 的 策略 选取 。 

(DS g(x) 的 极 大 点 ro 为 单位 区 间 中 的 内 点 ,此 时 必 存 在 直 
线 4 通过 点 (zo,9Czxo)), 若 4 的 斜率 为 零 , 则 乙 取 纯 策 略 8 ,车 过 
点 (rivg(zo)) 不 存在 上 述 水 平 直 线 , 则 必 存 在 两 直线 六 及 已 过 点 
(zey9(zo)), 其 中 一 条 斜率 为 正 , 另 一 斜率 为 负 , 以 此 两 直线 为 基 
础 ,作出 过 此 两 直线 交点 (zxo，JKxo)) 的 水 平 直线 个. 换言之 ,选取 
AL (0< «D Bi BBS £7 Al, GO F1 7 A015, BHL 2E ,也 即 
5 

Adj (x) TF (0— AL, Cr) =u" =x) 
求 出 AS 4 89 — 1 IRE REE CO sA 1— A00, 
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其 中 j 位 于 第 jo 个 位 置 处 ,而 1 一 % 位 于 第 和 的 位 置 处 。 

若 xz) 的 极 大 点 在 单位 区 间 内 多 于 一 点 时 , 则 必 存 在 一 条 直 
HL ,其 形式 为 L(x) 二 v" ,这 时 乙 可 取 纯 策略 B, 作为 其 策略 。 

(DE pz) 的 极 大 点 位 于 单位 区 间 的 端点 ,例如 mm 一 0, 在 过 
点 《0,40)) 的 直线 中 ,次 斜率 非 正 , 可 取 具 斜率 的 绝对 值 为 最 大 的 
那 条 直线 ,已 * 志 时 乙 选 取 纯 策略 B 妈 可 ,同样 车 wz) 的 极 大 点 为 
zo 二 1, 则 可 选取 过 点 (1,gL1)) 的 诸 直 线 中 具有 非 负 斜率 为 最 大 的 
那 条 直线 ,此 时 乙 的 优 策略 为 纯 策 略 A . 

在 以 上 诸 情 形 中 若 乙 采取 上 面 的 策略 , 甲 不 论 采 取 何 种 策略 
其 期 户 所 得 不 超过 wv* , 即 对 策 值 v<v ,前 已 指出 "这 w ,从 而 v 
= .« 

对 于 mx 2 5B PETS RT 2S4 E or. RAE 

例 1 讨论 矩阵 对 策 AVI RE. 

A= |: a 
da sg 

解 1K by) = Cay anr tansi Cr) = Cay, — Gee x tan, X 

an 十 az 一 atz 一 ai 天 0, 则 两 直线 的 交点 为 : l 
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~ 必 = ey E (2. 4. 25 
fi Ed arty Cy) = Cy aye yt aui se Cy) == (an —242y7 a. B] fR 
出 : 

dz; — dr 


BEDA (2.4.3) 
4j + az — dj; — dg 


Yo = 


对 策 值 为 : 

(=o Se (2. 4. 4) 
围 的 优 策略 为 (zo,1 一 zo), 乙 的 优 策略 为 (yo，、1 一 yo) RE v 如 
ERR. 

Zr an taz au an= d, 此 时 4 +a ay tan. Ate he 
ER andan W anar. 此 时 如 aan WW an Kaas 
可 见 at 为 宅 阵 4 的 鞍点 , 即 甲 、 乙 的 优 策 略 分 别 为 (1,0) 和 (0,1)， 
换言之 (om ,8:) 是 鞍点 。 

若 anan WY aaan HE an ae aes Bl Ca, B: dé 

。 双 方 优 策略 分 别 为 (0,1), 及 (0,1)。 
.前 节 所 举 两 例 其 解 可 立即 由 此 算出 ,如 


| 1 A l 
A — | 
4 1 


可 解 得 num y m = TR LZ MERERI RUE CT D. 
1 3 
(Frye 
TERRY A| S122 aran FO 时 ,A 的 道 阵 ATH: 

See eke: Arg 一 1 

2 a 2s | 
ESDAÉEe- (1,1), 不 难 把 (2. 4. 2), (2. 4. 32, (2. 4. 4) 重 新 改 
BH: 
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a= Ass, » = fm v= hg 04.5 
Khe Ae HHE. 
对 于 3X n ESE MW IE RT 2xn 的 方法 ,但 此 时 几何 图 
形 就 变 得 比较 复杂 。 
2. 当 |41 尖 0 时 3Xx3 和 矩阵 对 策 的 解法 
Z TERE A 为 3X3 且 14A1 关 0 时 所 对 应 的 对 策 二 (X,Y; 
4) 的 求解 公式 可 由 (2. 4. 5) 加 以 推广 而 得 .为 此 令 e= 二 ,1,1), 并 
设 对 策 值 v 关 0, 引 入 向 量 V= (wv,wv,v) ,车 甲 的 优 策略 为 z' — Gt. 
xix) ;9 之 0; 乙 的 优 策略 y^ — Coho y 50 3522 0. 由 策略 的 性 质 
知道 对 于 tayt 有 (以 下 对 转 置 向 量 均 不 加 以 标明 ): 
Ay =V, 2xA=V (2. 4. 6) 
| EFRA i A FETE. ES: 
Y =A'W = A''ve = vÀ e 


3 
Rib FQ y= 1 AM | 
] 2 (e, A 'V) = vle, A'e) = veA e 


TE EBD ES : 
v= — — 
(e, A'e) 
o A'e 
Y J (e,A^!e) (2. 4. 7) 
"un eA 
uius (e,A` te) 


公式 (3. 4.7) 不 难 推 广 于 nnXn BER A M | A| SORT RE 了 一 
(XY.Yj4) 的 求解 公式 ,只 不 过 此 时 e=(1,1,…，,1) 为 # 维 向 量 而 
已 ,其 推导 过 程 仿 (2,4,7), 不 袭 述 。 | 

Bi 2 cRABEEXISR D BORLHCXE HEBES 
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4 14|= 一 4 关 0, 且 


—] 0 0 
A |—1/2 — 1/2 | 
1 — 1/2 — 1/2 
而 
A'e = (— 1, —1, — 2)", 
i4 CS a, 
(e, A'e) =— 4 
从 而 


v-—1 3 
T fH 3$ [A] — 0 时 应 该 怎么 办 ?如 果 观 察 一 些 例子 可 以 发 现在 对 

” 策 的 支付 矩阵 中 存在 一 个 实质 的 子 矩阵 W ,我 们 可 对 此 子 矩 阵 M 
进行 求解 ,例如 矩阵 4 为 : 


0 04 04 0 02 0 

O27 12 935-3 oe 46 38 

0.01 0 & —n 2 0 ^ 

0620 —7 7 25 一 3 —74 1 
TE E B Ze fl b] — 91 Sa FB SO ES BOE OE E989 17 3x 
字 是 乙 选 取 各 纯 策 略 的 概率 ,对 策 值 "= 一 2, 实 际 上 我 们 只 对 此 
矩阵 的 第 2,3,5 列 所 构成 的 矩阵 M RE., NEXE AN: 
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0.1 . 0.4 20.2 
0. 5 0 4 2 1 —2 
0,5] 2 .一 1 0 1 9 
3 0 一 了 9 一 3 
0 1 3 0 3 1 
这 里 实质 的 子 矩 阵 M 是 将 敌阵 去 掉 第 3 行 . 第 2 列 . 第 5 列 而 得 
出 。- 类 似 的 例子 有 很 光 。 一 旦 找 出 这 种 实质 子 矩 阵 M , 便 可 仿 (2. 
4.7) 求 解 。 
下 面 介 绍 一 个 " 凸 集 的 端点 ?的 概念 。 设 5 是 一 个 凸 集 ,sES 
为 集中 的 一 点 。 对 此 *, 若 在 3 PRES s' 及 于 使 * 一 :十 (ti 一 
A) 成 立 ,其 中 O<A< 1, s' 天 5, 刚 称 了 为 5 的 一 个 端点 (ex 一 treme 
point ,有 时 也 称 为 极点 )。 若 甲 的 优 策略 集 记 作 x ix^ 的 一 个 端点 
ax? 称 为 甲 的 端点 优 策 略 。 同样 若 乙 的 优 策略 集 为 ; 则 YY? 的 一 个 
端点 y" 称 为 乙 的 端点 优 策略 。 
此 时 有 如 下 定理 
定理 2. 4.1 MRO MTD AT 00, BI x'、 
> 为 甲乙 的 端点 优 策略 , 则 存在 4 的 非 奇 异 子 方 阵 M 使 得 : 


ee ee eM Me 
le, M ey” =e MTA “tle, M e) Rar do) 
其 中 。 为 一 个 与 M [mS BtSgHisSEI1sBImSE. 

需要 对 定理 公式 中 的 xy" PE WEBB RF a y^ 的 诸 分 量 只 
包含 矩阵 A 中 那些 出 现在 子 阵 M 中 的 行 和 列 , 其 次 序 编 号 一 如 4 
中 行 与 列 的 编号 。 而 在 M 中 不 出 现 的 那些 行 或 列 所 对 应 的 分 其 均 

BEAL CHR BORA X.Y KAT S835 EBAY 
4. HERA. AAR ORS 都 可 用 它 的 端点 生成 ,也 即 若 s's 
es FES HAA WS 中 每 一 点 均 可 表示 作 如 下 形式 :* 一 


Do der! OUT DEus 2)4—1 这 可 用 关于 包含 集 $ 的 最 


v= 


5l 


XX s a 


x (el B^] E CUR S HE BF] o ie AE RT EA OU, ABRE. Ay AR 
XY 都 含有 极点 ,而 a y^ 便 是 这 样 的 点 。 

为 讨论 方便 ,将 矩阵 4 的 行 和 列 的 顺序 重新 排列 ,使 ^ 的 首 
r 个 分 量 和 y^ 的 首 s 个 分 量 均 为 正 , 而 它们 剩 下 的 其 余 分 量 全 是 
零 , 这 样 并 不 影响 甲乙 的 优 策略 是 由 哪 一 些 纯 策略 构成 .于 是 有 : 
xo = Cari rh 0 O rms y= Cyl yee 0 0),s 
<n $3 HR 2, A x^ ARR ye O. jms. FBO, AP) = 
vs JR. MIF js GT AB) Sv. SAEI s AF y^ 为 优 策略 , 故 
对 于 i<r. GaAs. y D =v MMF ir. CAS y" Xv. 

对 4 的 行 和 列 作 过 重新 安排 后 ,可 见 ; (1) 对 于 首 7 行 和 首 s 
A, E (a,A, 9) — v Ra’, AP) =v EP ISIS Krm, ISSS 
XX (D F r<j<m, (Ary) <u; (OF spn. (2, 
AB >v. KE IHRE 4 可 表 作 如 下 之 分 块 矩阵 : 
A, A, A; 
A, A, Ag 
A; A, Á; 
其 中 ,A X rxs B BELA: Arn Ks BBA, Ar X G— 358, 
Ay=(r—1) X G- s EERE As Gu —r) Xs BER ES, 

513 2.4.2 EE 


(2. 4. 9) 


C A (2. 4,10) 
E 4 


定义 一 个 由 由 R' BOR BE YEAE Be. PPE A HE T8] RA 2 
Fai. 
证 RETA. A 20 而 使 cz 一 0， 可 证 y" 不 是 Y 的 一 个 端 


点 。 首 先 由 Cr=0 推出 0= G^ ee el 


7:0. eco 2 扩充 为 如 下 之 维 向 量 记 作 ZB z= (zi， 


22 


e $2,505 777,0) ,并 选取 充分 小 的 € fF ylez;zm0,j)—1 2,1 7n , W 


a i L 
y' dez 为 一 个 策略 ,这 是 因为 2 Cf bez) = Dyke 2st. 


S 
(aj, AC ez) = 2 raf ez) 
= 


= : 0, ixi 
A eases, ir. 

这 里 由 于 /> Rt Davy) <o, BLL sd Wig 27252; 之 值 
JEPE k. Rik e 充分 小 使 ter 仍 是 乙 的 优 策略 ,这 只 要 使 = 
lek BERT , 于 是 加 SES fE y! LO 60 +5 (yp - 60 y 
两 个 优 策略 的 凸 组 合 , 这 与 内 是 Y" MSH Mine 0. 

证 毕 。 

由 这 个 C; 现 考虑 它 的 一 个 具有 如 下 性 质 的 最 小 子 和 矩 阵 人 ,此 
C it: DEEE A 的 行 和 列 ;(2) 由 Cz==0 能 扒 出 z==0, 由 刚 证 
的 引 理 2.4. 2, 3X Fh C 存在 ,因为 至 少 C 便 是 一 个 。 但 这 里 强调 攻 
为 C 中 具有 此 种 性 质 中 的 最 小 者 ,其 含义 是 对 于 C 的 含有 4 的 真 
FRE C^ ,条 伴 (2) 不成立。 类似 地 可 讨论 矩阵 D= 04,4;), 并 引 
xt D 的 相应 的 最 小 子 和 矩阵 沪 , 并 要 求 祖 具有 性 质 ; OD AE A, 
的 行 和 列 ; (2) 由 se D— 0 能 推出 w=0, 其 中 是 + Bae. 

由 此 可 以 猪 想 有 A ASE ST RR 村 一 一 即 A 的 实质 子 第 
阵 存在 ,事实 上 ,A 中 包含 和 PB 的 最 小 子 和 矩阵 MM 即 所 希望 的 ,此 
M 应 由 含 在 C 中 的 那些 行 及 含 在 方 中 的 那些 列 构成 , 故 M 是 一 
^ or xs! EE AP rsr s SSS, FILM 为 由 端点 ( 优 ) 策 
略 对 (xz?,yo) 的 “ 核 ”(Kernel)。 即 凡 由 x^. y" 的 非 零 分 量 所 对 应 的 
行 和 列 构成 子 阵 M 称 为 (z?, 加 ) 的 核 。 但 由 于 外 及 广 一 般 不 是 唯 
一 确定 的 ,所 以 M 也 不 是 唯一 确定 ,不 过 在 大 多 数 情况 下 ,对 于 给 
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EKI Gc y), M 是 唯一 的 。 

此 时 要 证 定理 2. 4.1, 只 须 证 以 下 两 点 : 

COM 是 一 个 方 阵 , 并 且 是 非 奇 异 的 ;(2) (2. 4. 8 确实 成 立 。 

引 理 2.4.3 上 面 定义 的 矩阵 M 是 非 奇 异 方 阵 。 

证 ”首先 证 由 Mz==0 必 推 出 <= 0. 类 似 再 证 由 wM--0 必 推 
出 w 一 0。 由 这 两 个 结果 便 能 证 明 引 理 。 现 设 b WA :十 1 二 所 
s 的 一 个 给 定 下 标 ( 若 ;=s ,下 面 的 讨论 便 无 必要 )。 先 证 由 Mz 一 
OTE z=O z 6958 & PHRED). AD Xn d D PME 
第 列 所 得 之 子 和 矩阵 ,由 于 六 为 最 小 之 性 质 , 故 存在 一 非 零 向 量 
vo? 《v0 7,00 HE E w^ D^ 二 0, 但 w 咏 仅 有 其 第 
个 分 量 不 为 零 。 换言之 wM=wD HAPS 40. MHS 
EHEZ, TE an= (w'M zc) = Cw Mz) = 0.1/8 a4 关 0, 攻 推出 
z,—0. 总之, 若 Mz 二 0, 则 2z BHM PER z= Cates Oe, 
0) ,但 这 时 Mz=0 恰 是 Cz==0, 所 以 必 推 出 z= 二 9。 类似 地 可 证 由 
wM=0 必 有 世 二 0。 由 此 知晓 显然 是 非 奇 异 方 阵 。 证 毕 。 

下 面 证 定理 2. 4. 1, 由 引 理 2. 4. 3,M 为 非 奇 异 方 阵 ,并 注意 


af 也 是 
A, A; 
A al 
的 子 阵 , 且 x^ y? 为 优 策 略 ,所 以 
VM =V, My=V 
其 中 VY 为 与 内 同 维 且 各 分 量 均 为 w 的 向 量 ,x",y 分 别 是 ay 
中 把 零 分 量 去 掉 以 后 所 得 的 向 量 , 则 由 前 述 方法 显然 (2. 4. 8) 成 
立 。 证 毕 。 
可 证 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 即 : 
定理 2.4.4 Edy 是 由 (2.4.8) 表 示 的 优 策略 且 M 是 4 
的 一 个 非 奇 异 子 方 阵 , 则 u^. y? 为 端点 优 策略 。 
证 若 设 x 二 (x 十 zx1)/2, 其 中 x! Ao PERM, HF 
54 


z^ 的 分 量 所 对 应 于 4 的 行 和 列 如 果 不 出 现在 M 中 ,这 样 的 分 量 
应 等 于 零 ,从 而 z+! 和 zx" 相对 应 的 分 量 也 应 等 于 零 。 这 样 ,向 重 
aM A eM 便 有 意义 。 又 由 于 zz 都 是 优 策 略 ,所 以 M 
之 pz 由 此 推出 2° MZ. BE r'M>v Bex Mv 中 有 一 
个 对 某 分 量 出 现 严 格 不 等 式 , 这 时 对 该 分 量 便 有 2M 2 v. 但 由 
(2. 4. 8) 这 是 不 可 能 的 ,所 以 必 为 rt'M=V OR xIM-V.ERG— 
Xu)M=0, 但 由 于 是 非 奇异 的 , 故 推 知 zx! 二 zx!'。 由 定义 BX 
的 端点 。 同 理 可 证 y te Y" 的 端点 。 证 毕 。 

在 以 上 讨论 中 假设 " 关 0, 若 一 0, 可 选取 适当 的 a 而 构造 新 
矩阵 (ev 十 sa)wxw* 此 时 对 策 值 为 a, 而 公式 (2.4. 8) 完 全 可 应 用 到 新 


对 策 上 并 得 如 下 公式 ; 
P= eadj(M) 
~ Ce,adjCMDe) 
o _ adjCMDe 
y = Ye, adi(Mye) (2.4.11) 
_ _|M+al _ IM | 
pix (e,adj(M)e) ~ at (e adj Me) 


式 中 adj M) M ERE, EHE M-:=- ar pdi MO T 


最 后 一 式 | 硅 十 a | 中 ,a 的 元 素 为 a 且 维 数 与 M Ha TS pk ix B 
34 Jii Ce adj M26 0. 

综合 定理 2. 4. 1 及 2. 4. 4, 可 给 出 如 于 定理 : 0 

定理 2.4.5 iE X DE RUN A 而 对 策 值 为 v 的 对 策 也, 其 优 
策略 x^ y^ 为 端点 优 策 路 的 充 要 条 件 是 存在 4 的 一 个 子 方 阵 时 
使 得 : | 
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(e,adj(M)e) +0 
„= IM| 
..  Cesadj(Me) 
~o eadj (M) (2.4.12) 
eee Ce adj (OM De) 


~ .  adj(MDe 
Y = Ye,adj(Me) 


Ep T 2x HARE APRE M 中 出 现 的 那些 行 所 
对 应 的 分 量 后 所 得 到 的 向 最, 六 也 是 由 % 中 用 相似 方法 得 到 的 ， 

在 此 定理 中 已 不 再 区 分 v 关 0 与 w=0 了。 

上 面 的 定理 提供 了 每 求 对 策 端点 优 策略 的 系统 方法 。 此 时 不 
妨 设 "天 0, 首 先 取 出 4 的 所 有 可 能 的 子 方 阵 村 ,对 每 个 M 检验 它 
是 否 有 道 , 若 没有 道 ,检验 另 一 个 M. 若 某 方 阵 有 道 ,计算 5o 和 
,这 只 要 使 用 (2. 4.8) 即 可 。 此 时 关系 2 一 1 R 223-1 
动 满足 。 不 过 此 时 很 可 能 出 现 To BE y «0. 若 有 此 情况 应 予 放 
弃 该 解 。 假如 这 ,的 所 有 分 量 都 非 负 ,再 把 所 有 那些 删 去 的 分 量 
按 蛛 来 顺序 一 律 补充 为 零 , 便 得 到 策略 a 还 应 注意 由 (2, 4， 
8),2? 与 任何 未 删 去 的 列 之 间 的 内 积 等 于 ,此 外 还 应 检验 a 与 
删 去 的 列 之 间 的 内 积 是 否 不 小 于 v. 关于 y 也 应 作 相 应 的 检验 。 
如 果 这 些 检验 都 正确 ,z? 与 y^ 便 是 所 求 的 端点 优 策略 。 否 则 就 应 
抛弃 此 MM 而 进行 另 一 个 。 一 旦 所 有 可 能 的 子 方 阵 都 这 样 检 验 计算 
完毕 , 便 可 得 到 甲 . 乙 的 端点 优 策 略 集 , 而 甲 . 乙 的 其 他 优 策 略 可 以 
用 他 们 的 端点 优 策略 的 凸 组 合 表示 出 来 。 

例 3 求解 对 策 , 其 支付 矩阵 AH: 


1 1 3 
1 1 0 
02 —5 


fe ”此 处 略 去 详细 计算 过 程 而 把 所 求 得 的 结果 写 出 如 下 : 
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M = ay 一 Ta = (1,0,0), y? = (1,0,0) 
1 


1 1 1 
= Ü Po fess 
M- | 。 12" = (1,0,0), = G0 
1 3 1 2 
m= | | x Cag Oy (1,0,0) 


M— Az = G3 oy = ($450) 
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下 面 讨 论 几 类 特殊 的 对 策 。 

假如 对 策 的 每 个 优 策略 ^y^ BE ZY 7 HERE 
DATE VE SS Peg HL. BUG Ee — Cum. to n0 Roy! — ye ys 
YDP x290,/—1,2. 01,9120, j—1,2, n. 此 时 称 甲 . 乙 的 策 
略为 完全 混合 策略 ,相应 的 对 策 称 为 完全 混合 对 策 ,其 支付 矩阵 称 
为 完全 混合 的 支付 矩阵 。 由 (2.4.8) 可 以 断定 : 

定理 2. 4.6 支付 矩阵 为 4 的 完全 混合 对 策 的 解 是 唯一 的 。 

事实 上 它 是 定理 2. 4. 5 的 一 个 推论 ;因为 车 asy! 是 端点 优 
策略 ,并 生 22> 0,7=1,2,0 m, y22720,j—1,2. m. 那么 它们 的 
核 必 然 是 整个 矩阵 4, 因 此 由 (2.4.12), 它 的 所 有 端点 优 策略 必 重 
合 为 一 个 ,因此 每 个 局 中 人 的 解 必 是 唯一 的 。 

由 此 还 可 推出 若 对 策 ( 支 付 为 4) 是 混合 的 , 且 vz60. UI A 必 
是 非 奇 异 的 。 这 是 显然 的 ,因为 任何 一 对 端点 优 策略 的 核 是 4, 再 
由 定理 2. 4. 1 立即 得 到 结论 。 

完全 混合 对 策 是 一 种 重要 对 策 ,因为 它 求 解 较 简单 , 且 有 一 些 
较 好 性 质 。 事 实 上 可 证 ， 

定理 2.4.7 若 4 是 完全 混合 的 , 则 它 的 转 吗 BHA UE 
全 混合 的 ,反之 亦 真 ， 

证 明 格 ( 留 给 读者 ) 。 . 

il 4 (Minkowski—Leontief 4E E) , 3X f& TE £e Dr 95 3] 2p Br 
tH SRA SEE. FPE A 是 指 , CD A EA CA 470; (3)a,< 
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A c 


— 


gri ji 00 21a SnO EEA FES 9 为 零 , 可 证 以 此 
A 为 支付 矩阵 的 对 策 是 混合 对 策 。 BELEG zm CL Lies, 


n 
i < inl Zas ml 2 72/74 Erb HE HERE FÉ vg 0. 再 设 zx 一 
(zz 是 优 策略 ,但 2 一 0, 则 可 推出 了 矛盾。 事实 上 此 时 C 
(rA); = xau, = $ xe, < a *q «v 
i=l ist jo i-1 


这 表明 z 不 可 能 是 优 策略 ,这 与 z 为 优 的 假设 并 盾 ,所 以 甲 的 每 
一 个 优 策略 的 各 个 分 量 必然 都 是 正 的 。 再 考察 乙 的 策略 , 设 y= 
Gu 2) 为 乙 的 优 策略 ,但 设 y, c o FERE S DURO A HE MR 


V Ady. 然而 对 于 i 二 io, 却 又 有 


Days, m datum | <u 


Pis 


AX 5j y FEZ. ROG AIL E. 所 以 乙 的 每 一 个 分 量 必然 是 正 
的 .由 此 推出 每 个 Minkowski — Leontief 矩阵 都 是 非 奇 异 和 矩阵。 由 
于 对 任何 优 策略 x, yoz: ene j=l esn PI 4 是 完全 混 
合 的 。 

男 一 类 重要 的 特殊 对 策 是 对 称 对 策 (symmetric Game), FE 
BERS 889 3c TAB BLA. 满足 AT — 一 4, 这 时 两 局 中 人 均 有 相同 的 策 
略 集 , 并 生 他 们 采用 相似 的 策略 时 所 得 效益 也 相似 ,所 以 这 是 一 个 
很 公平 的 对 策 ,因为 得 胜 的 机 会 对 双方 都 一 样 .事实 上 若 甲 使 用 策 
赂 z 一 (zz 而 乙 采 用 纯 策 略 8, OT. PTAA); 38 
似 , 若 甲 取 纯 策略 o; 而 乙 取 策略 >, 则 甲 的 所 得 为 (4y), 如果 = 
y Bu] 52 88 COE X e, zc Bir (8 BD Jy EB zn Br AUR — Ay — xA. 这 说 明 在 对 
称 对 策 中 , 甲 能 向 到 的 乙 也 必然 能 做 到 ， 

Mb x=y 时 ， (x, Ay) = (x, Ax) = GrA x)= — (xr, Ay), ATE 
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| Et RI e en 


(x. Ay) =0. 即 对 策 值 v=0. 又 由 于 一 A4y=Az, 所 以 双方 的 优 策略 
RX 必 恒 同 。 由 于 这 个 性 质 ,所 以 对 称 对 策 比较 重要 。 因此 人 
们 有 时 把 一 个 已 给 矩阵 对 策 对 称 化 ,下 面 介绍 一 种 把 A 对 称 化 的 
TE. 

定理 2.4.8 车 4 为 m Xn 和 矩阵 , 则 存在 对 称 化 矩阵 4 CE 
On 2-1) X Cm 十 4 十 1) 阶 的 。 对 于 支付 为 A 的 对 策 , 其 优 策略 


Gnas yonn yn D= Goy ,和 具有 以 下 性 质 ;2% 二 之 1 一 
a2*0,3F H. x/asy/a 为 以 A 为 支付 的 对 策 工 的 优 策略 ,本 D 
. JR Aa. I ZUR. 
证 对 于 对 策 工 , 设 其 值 w(C4) 天 0, 作 
0 A 一 1 
— AT 0 1 
] — 1 0 
此 时 A, Fe mnt Er E Hh Xt PR XR PE (Skew — Symmetric 
Matrix) ,也 好 AT = — Ay. FL Gn sem step yirs Yu A= (GA) 
为 支付 是 A 的 对 策 中 乙 的 优 策 , 则 由 于 A, 的 对 策 值 为 零 , 所 以 


A, 一 (2. 4.13) 


(2. 4. 14) 


这 里 A 是 一 个 所 有 分 量 均 为 4 的 向 量 。 注意 A>0, AAEM Y a= 
0 时 在 (2, 4. 14) 中 将 有 Ay<0,xAD 0, 3X HEM v(A)=0, 5j f i 


v (4) 天 0 矛盾 。 然 而 对 于 AD 0, 由 优 策略 的 性 质 推出 Ds = 
Do y, 最 后 ,还 应 指出 4<1, 因 为 否则 当 4 一 1 时 有 z=y=0, 从 而 
不 能 有 一 x*4 一 A<0 或 XA 之 4, 故 2<1 成 立 。 从 而 有 之 一 dy, 
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"ijt. BS a= 0—2/2,80 22-0, H a WRG. 4.14) 各 式 ， 


可 得 ACy/a) Aa r/a) A. 3X BGB] x/a.y/a 是 A 的 优 策略 ,而 
以 4 WAH DOR ED A/a. 

BZ r= (ais eed y= One ,Yi) 是 工 的 优 策略 ,此 时 
作 向 量 


"EN. y vo) 

bra Iz rtr rw 

可 以 验证 它 是 以 A AHH MRA TRAM Bo BB 
SRE. WIENER. 


85 矩阵 对 策 与 线性 规划 的 关系 


假设 读者 已 了 解 线性 规划 方法 ,他 们 便 不 难 发 现 线性 规划 与 
二 人 零 和 对 策 有 密切 关系 。 

考虑 对 策 了 = X.Y; HPA mX BE PR-MED 
EX EE DA BPC AB BIE «2 DU RISE fg RB EE — 
充分 大 的 数 ,这 样 做 不 会 改变 厌 对 策 的 优 策略 集 。 现 设 v. min 
(#4. 站 ,这 里 4.,) 为 4 的 第 j 列 构成 的 列 向 量 。 由 于 4 的 元 素 均 为 
正 , 所 以 对 任何 策略 ze, X EH v. 的 定义 ， 

v, TA.;, j= 152500 7, (2. 5.1) 

但 因 乙 的 策略 是 其 纯 策 路 的 凸 组合 , 故 对 任何 y EY, (2, Ay > 
v. TRA <v RF v AMR. E = ERR, CRT TE HG 
rA.,;— GAP) Bo. Bl vse. WA v; —v.. BI x ARR SF BS 
式 


v; = maxv, = v (2.5.2) 
现 设 向 量 raha. FRO. 5. DEE; 
rAjZ1, fH 1,2,.,n (2. 5. 3) 
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ES e—0.1,.7.1)39 m 维 向 量 ,并 由 于 为 策略 , 故 Xe 二 1/v.， 
H vz 之 0, 将 此 结果 与 (2. 5. 2) 相 比较 可 见 z 为 优 策略 的 充 要 条 件 
是 ze’ 取 极 小 ,换言之 ,要求 出 对 策 PR HARB + ,就 相当 于 
使 线性 函数 ze 极 小 化 。 即 此 处 实际 上 是 一 个 线性 规划 问题 :求生 
使 


xe" — min 

| 5t, TA Èl, j=1,2,",n (2.5. 4) 
x0 

称 此 问题 为 问题 [ ,类 似 的 分 析 , 对 乙 的 每 个 策略 y, 定 义 v, = 

maxA,. 7 ,这 里 4,. 表 示 4 的 第 : 行 元 索 构 成 的 行 向 量 , 并 令 y= 

yu, 可 得 另 一 线性 规划 问题 : 求 了 使 


ey” — max 
| sto Ay Xl, i = 1,2,° ,Mm (2.5. 5) 
»20 
其 中 e 二 (1,1,…,1) 为 nn 维 向 量 , 称 此 问题 为 问题 1. 
注意 线性 规划 问题 和 它 的 对 偶 问 题 是 如 下 的 一 对 : 
原 问 题 对 偶 问题 
SR x (8 (x,.C)—>max, R y HO, y) min, 
Í t. xAxb Ý te Ay >C" 
x20 y20 
(2.5. 6) 
jx HE A XI mx n X EE XC 为 m EHE, b.y Ar 维 向 量 。 现 用 此 
观点 考察 问题 [与 1. 若 用 y AR rA 两 端 ,可 得 xAy «by! = 
(boy) PEE. FA x ER Ay SC” 两 端 可 得 rAy Sx" 一 (x,C), 比 
较 这 两 种 结果 便 得 ，: 
(x,C) x (by) (2.5. 7) 
这 里 x,y 4 s A D [0] 6 8 4989 [8] XT F3 PE BT MR. C2. 5. 
7) 中 若 等 式 成 立 , 则 (x,C) 在 原 问 题 约束 条 件 下 取 了 尽 可 能 大 的 
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值 。 而 (8,y) 在 对 偶 问 题 约 束 条 件 下 取 了 尽 可 能 小 的 值 。 MAS. 
x.y 确 是 线性 规划 问题 的 最 优 值 ,而 问题 1 ,1 是 互 为 对 侦 的 线性 
规划 问题 。 

现 考察 相反 的 问题 ,已 给 线性 规划 的 原 问 题 及 其 对 侦 问 题 (2. 
5.6), 可 由 此 构造 一 个 斜 对 称 和 矩阵 ， | 


0 —A CT 
M= | 47 0 —PF 
=E b 0 


Ct mtnt+ RAK. BREE AES Te TR PT 
对 策 , 对 策 值 CD) 一 0, 且 甲 . 乙 有 相同 的 优 策 略 集 。 设 局 中 人 之 
~~ HY FBS Ox y A = Carp tt ts Yr tt Yu ADs AA ON F EE: 
定理 2.5. 1. GLAM 为 支付 的 对 称 对 策 当 AO 时 有 解 , 则 线 
性 规划 (2. 5.6) 中 原 问题 及 对 偶 问 题 均 有 解 , 反 之 亦 然 。 
证 z= Cpe eK Pro Yo et AYER. M 的 优 策 略 ， 
共 中 AO. 由 于 对 称 对 策 的 值 vM) =0, big 
Mzxz0 
或 
— Ay + ACT xz 0,A7Tx — Ab" 0 
— (Cx) + Oy) «0 
”但 由 于 A0, ARBRE ACC. — 0.0. TEE Efli— 
式 可 写作 ， 


(x/A)A x; b (2. 5. 8) 
(C,x/A) = (b, y/A) 
& yc—y/A x —x/A B (Q.5. 80, x. y 都 是 可 行 的 , 且 对 任何 满足 
(2. 5. 8) PARRE x € X BAC DS CAY = GAS KZ 
(KA, y) Gb, y) — (C 30 AUI 
max(C x) = (C,x) 


[a =e 
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类 似 可 推出 
min(b,y) = (sy) 

这 说 明 x.y 分 别 是 原 问 题 与 对 侦 问 题 的 解 。 

下 面 再 证 其 道 ，。 若 x 二 (zi,… ,Tw) 及 y= (yi n v2) 3] ee 
问题 和 它 的 对 偶 问 题 的 解 , 令 
1 : 
p Eta: uM 
D Aud M 
并 令 X= Ax, Y= Ay. z= x, » ,Xa de (42) = (xs y;A). 显 


Hk 2251 BLE ENGR M HORE, EE 35 之 0, 且 Ay 
AAy 2 AC — Ay+ ACO. 类 似 地 可 推出 xA— Abo. 由 于 线性 规 
划 理 论 中 有 定理 ;车 原 问题 有 解 x, 则 其 对 侦 问 题 也 有 解 y, 且 使 
(C. X) — (boy). 所 以 此 结果 与 上 两 式 结 果 推 知 Mz 所 0, 换 言 之 Z 
是 对 称 对 策 M 的 解 。 ! 

这 样 我 们 在 线性 规划 与 答 阵 对 策 之 间 建 立 了 联系 。 

最 后 考察 一 类 约束 对 策 (Constrained Game). 这 是 指 在 支付 
E MEM A. 的 对 策 中 ,车 局 中 人 围 . 乙 因 客观 现实 情况 的 限制 不 可 
HEAR EY fh IS BAER XY 中 所 有 的 策略 *,y, 而 是 只 能 采取 
其 中 之 一 部 分 ,例如 只 能 由 天 ,了 中 某 个 凸 超 多 面体 中 选取 策略 ， 
也 即 策 路 的 选取 要 受到 一 些 线性 不 等 式 或 方程 的 约束 。 不 妨 设 此 
时 甲乙 和 的 策略 集 分 别 为 脂 , 了 ,它们 各 自由 以 下 的 约束 条 件 确定 : 


xBx;C, . rzO (2.5. 9) 
及 
ET F, yzo (2. 5.10) 
此 时 双方 所 要 选择 的 优 策 略 分 别 是 : 
FA; max( min x. Ay)) (2. 5. 11) 
8X ye 
Z, min( max (x, Ay)) (2. 5.12) 
ve eX 
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在 (2. 5. 11) FF rnin Gx, Ay) BRA x 的 函数 ,确切 的 说 这 是 一 


个 线性 规划 的 值 , 不 过 它 的 目标 函数 的 系数 恢 束 于 x, 此 线性 规划 
问题 是 : 求 ? 使 


s. t. yE >F (2.5.13) 
yz 0 
现 和 将 x4 看 作 一 个 新 向 量 , 上 面 的 规划 问题 的 对 偶 问 题 是 求 x 


| (xA,y) — min 


使 | 
(z,F) — max 
| s.t, ZE < xA (2. 5. 14) 
zz 0 


因此 甲 的 问题 变 成 : 求 xz, 使 
(z,F) — max 
5. t. zE — xA x 0 


xB<C (2.5. 15) 
¥,zZ220 
类 似 地 ,局 中 人 乙 的 问题 变 作 OR soy 使 
(C,s) — min 
8. f. sB” 一 yA zm0 
jE" SF (2.5. 16) 
sy 0 
以 上 这 些 向 题 都 可 采用 单纯 形 法 求解 。 
车 引进 记号 
E 0 
M = | | 
一 及 B 
z = (2,2) 
Č = (0,C)s = Cy.s) 
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从 而 前 述 两 问题 可 重新 写作 : 求 z 使 


(z,F) — max 


s.t. zM < Č (2. 5.17) 
220 
BR s f 
(5,C) — min 
sit. Ms? > FT (2. 5.18) 
5 之 0 


显然 后 一 问题 是 前 一 问题 的 对 偶 问 题 ,由 线性 规划 的 对 但 定 理 , 若 
一 问题 有 解 则 另 一 问题 也 有 解 , 且 (z, 二 ) 一 (3,C), 即 约束 对 策 有 
解 。 
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第 三 章 ” 二 人 一 般 和 和 矩阵 对 策 


$1 Nash 平衡 点 


本 章 讨 论 的 矩阵 对 策 中 两 局 中 人 的 支付 矩阵 4. 吾 之 和 不 为 
等 , 即 4 十 B 天 0, 这 意 昧 着 围 . 乙 两 人 并 非 处 于 对 抗 的 争斗 状态 , 即 
不 蚌 处 于 你 死 我 活 的 尖锐 芳 盾 之 中 ,他 们 间 可 能 存在 某 种 共同 利 
益 , 因 而 存在 合作 的 可 能 性 。 故 一 般 说 来 ,在 一 般 和 短 阵 对 策 中 ,局 
中 人 所 和 持 的 态度 可 分 为 两 种 ; (1) 不 合作 ; (2) 合作 。 本 节 讨论 不 合 
TERY TRE. 

设 所 论 对 策 为 C= CX.Y;A,B) ZE XY OBB AHA 
GRA) Fas. S4 Rw eee ASE = GI! s; ABD S, 
S? 分别 是 甲 , 乙 两 人 的 纯 策 略 集 ,T 厂 是 [的 混合 扩张 。 这 里 A= 
Cig mxnr B= Giu. 有 时 我 们 将 它们 写作 C4,B8) 或 (4,5;). 由 于 
对 策 的 支付 必须 用 两 个 和 矩阵 给 出 , 故 称 此 类 对 策 为 双 和 矩阵 对 策 
(Bimatrix Game). . 

在 不 合作 情形 中 我 们 规定 局 中 人 之 间 禁 止 任 何 形式 的 勾结 、 
联合 ,包括 协调 策略 以 及 付 给 另 一 方 一 些 报 柄 之 类 。 不 合作 情形 对 
策 的 基本 概念 已 有 介绍 ( 见 第 一 章 ) ,其 解 即 非 合作 平衡 , 现 将 该 定 
义 重 述 于 下 : 

定义 3.1.1 EMR D— (X Y i ALBO PED RBM GG) € X 
XY) 使 得 
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xAy > xAy wx EX 
xBy > xBy ,GE 了 
则 称 (x,y) 为 卫 的 一 个 非 合作 平衡 点 。 
上 述 定 尺 由 John Nash 给 出 , 故 也 称 为 Nash 平衡 点 ,或 简称 
为 平衡 点 。 显 然 会 问 它 的 存在 性 ,事实 上 可 证 ， 
定理 3. 1.1 每 个 双手 阵 对 策 至 少 存在 一 个 非 合作 平衡 点 。 
证 考察 对 策 D— QGY ;4AGD ,对 甲乙 的 任何 一 对 混合 策略 
x 和 y Rik 


(3. 1.1) 


c; = max(A, y^ — xAy?* ,O. 
| dd f } (3.1.2) 


d; = max { xB. 一 xBy™,O} 

这 里 c; 表明 对 于 策略 x*、y,x 中 有 可 改进 的 分 量 ; 的 “改进 程度 ”， 
同样 可 解释 du. 由 此 进一步 定义 

pa SE ， URN Jin he 
^ t+ Ha" 14+ M4 
由 《3. 1.3), 给 出 一 个 新 的 策略 对 (x',y'). 它 也 可 看 作 由 (3. 1. 3) 
所 示 之 线性 变换 (xz!,y!) 二 全 (x,y). 易 知 ,该 变换 是 连续 的 。 显 然 
可 猜想 当 且 仅 当 (x,y) 是 平衡 点 时 《x' 74) 一 Cx,7), 即 (zy) 是 不 
能 进一步 "改进 ”"。 囊 实 上 车 (x,y) 蚌 平衡 点 , 则 对 一 切 i 显然 应 有 
A y x Ay! ,从 而 有 c= 二 0, 类 和 似 地 对 一 切 7 有 dj)=0, 于 是 如一 
y =y, 

男 一 方面 着 (x,y) 不 是 平衡 点 ,这 表明 或 者 存在 茶 个 策略 zx 

使 xAy > x Ay" ,或 者 存在 某 个 策略 了 使 xBy —xBy .不 妨 设 第 一 
种 情况 成 立 ， 此 时 由 于 xAy" 是 由 诸 4,.y 的 项 的 一 种 加 权 平 均 ， 
所 以 必 有 某 指标 7 E A. y > Ay” 成 立 , 也 妈 对 该 指标 c 守 0. A 


诸 C, dE SR SEL 22027 0. 但 因 =4y7 是 由 诸 项 41. 9” 的 加 权 平 


均 ; 权 系 数 为 zi, 故 推出 有 某 指 标 ( 仍 记 为 DE x> O 而 它 所 对 应 
的 有 Ac y s xAy! .对 此 指标 ?i 有 C 一 0, 于 是 


* 


《3. 1. 3) 
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X; Cups 
这 说 明 rc. 对 于 xBy —xBy! 的 情形 可 类 和 似 证 明 yvy. 
综合 以 上 可 知 (x,y) 为 平衡 点 的 充 要 条 件 是 Cx? ,y') 二 (x,y). 
现在 由 于 一 切 策略 对 构成 的 集 是 一 个 闭 、 有 界 凸 集 ， 且 变换 
(xy 二 x1,y') 连 续 , 故 应 用 Brouwer 不 动 点 原理 ,变换 了 ' 必 有 
一 个 不 动 点 ,此 不 动 点 即 平衡 点 。 证 毕 。 
定理 虽 论 证 了 平衡 点 的 存在 ,但 它 却 没 有 给 出 求 平衡 点 的 具 
体 方法 。 | 
双 和 矩阵 对 策 的 平衡 点 与 零 和 对 策 的 平衡 点 ( 即 鞍 点 ) 有 许多 不 
同 之 处 ,例如 在 零 和 对 策 情 况 下 , 若 (oucz) 及 (rz) 是 了 两 平衡 点 
By. W Cor (myc) 也 是 , 且 诸 平衡 点 处 的 支付 均 相 等 ( 见 定理 
2. 1. 2) ,得 这 些 性 质 对 双 和 矩阵 对 策 却 不 成 立 ， 
例 1 夫妻 争吵 型 问题 ”考虑 双 矩 阵 对 策 : 
(4,1) Md 
(0,0) (1,4) 
显然 申 、 乙 都 取 其 第 一 个 纯 策 略 x=(1,0),y=(1,0), MIR Ce, 
3) ,万 是 平衡 点 ,而 甲乙 都 取 其 第 二 个 纯 策略 x — (00,1), y! — (0, 
PMCID ) 也 构成 平衡 点 ,然而 , Cx y ) 和 (Lx,y) 却 都 不 是 平衡 点 ， 
而 生 在 两 个 平生 点 C(x,y) 及 (xl,y!) 处 局 中 人 所 得 也 都 不 相同 。 显 
然 甲 更 倾向 于 (xy 而 乙 更 倾向 于 (zl 六)。 所 以 这 样 的 平衡 点 不 
是 “很 稳定 ?的 ,因为 若 甲 知 乙 选 择 纯 策 略 yy, 此 时 甲 可 能 采取 x* 
而 不 是 以 便 阻 止 ( 或 影响 ) 乙 采用 如 ,并 由 此 迫使 乙 采 取 y. Br 
* 以 一 般 说 来 ,说 清 确切 采取 什么 也 许 比 较 困 难 , 不 过 若 采 取 混 合 策 
WS B5. He x= (4/5,1/5) , y! — (1/5,4/5) H0 RR — P^ i 9. 
例 2 因 徒 两 难 型 问题 SRE. 
(5,5) — (0,10)| 
(10,0) (1,1). 
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Wo ———— —À —À MM 2 


若 设 双方 追求 所 得 愈 多 愈 好 I A S| FE DOSE SRL 
申 优 劣 性 的 原则 ,对 甲 来 说 其 第 二 行 名 项 均 大 于 第 一 行 相对 应 的 
各 项 ,对 之 而 言 其 第 二 列 的 各 项 也 均 大 于 第 一 列 相对 应 的 各 项 , 依 
此 方法 显然 双方 都 应 将 他 们 的 第 一 个 策略 删 去 , 儿 下 的 元 素 是 (1 ， 
1)。 它 是 一 个 平衡 点 ,但 此 时 双方 所 得 支付 为 (1,1). 然而 若 双方 
“ 误 用 了 策略 ,例如 均 采取 他 们 的 第 一 个 纯 策略 ,此 时 双方 所 得 却 
是 (5,5), 它 显然 对 双方 都 十 分 有 利 。 这 又 说 明 在 双 矩 阵 对 策 中 所 
求 得 的 平衡 点 往往 并 非 局 中 人 所 希望 的 。 

由 于 这 些 不 同 因而 提出 新 的 问题 和 出 现 新 的 困难 ,因而 需要 
新 的 理论 。 


$2 平衡 点 的 Lemke 一 Howson 算法 


20 设 考虑 双 和 矩阵 对 策 D— (XY;A,B) ERP ALB 1929 mox 8B 
FE SFE I= (1. th ,J 一 {1,…,n) 为 两 个 指标 集 。 再 设 用 纯 策 
BR MH = (S'S? AB). 在 计算 平衡 点 前 , 先 叙 述 
一 些 有 关 结 论 。 

引 理 3. 2. 1 (x;y) 为 平衡 点 的 充 要 条 件 为 
YAY > A. y, i€l; 
ie xB, .JE 

引 理 显然 ( 留 给 读者 )， 

RH YO.) SU OPM Dor 的 平衡 点 集 , 由 上 述 引 理 
可 得 如 下 推论 : 
推论 1. (0.80€ 90709 Gr. 80 € SQ). 


(3. 2. 1) 


zAy-maxA,. PT 


2G WESTIE M 
rBycmaxzB je 
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3. G PELT) 
gin 1. Y=maxA,, ys RET; 
i> 0-9 XB. maxzB. ,, IEJ. 

这 些 推论 的 证 明 留 给 读者 。 

引 理 3.2.2 RCA BEREAN, BR n oh E (0157 
Sf WC 8t EE CA B), E A’ > A®, BY Bn co) E I= (X, Y ; 
Ate BD XT k—1,2, WAP PRS MPH (XY A BBA 
一 个 平衡 点 。 

证 RO EGU) R= 1,2, AF XXY 在 R"** 空 间 
中 为 紧 集 , 故 存在 .%= 0.2. FRA OCH HG. WEX 
XY BEG! y Cy) FEO. BIR ELT x EX VEYA 

rape ae Ay eA y —XxAy, 

xBy— mu B* Ye hmad ye xBy. 
ULE.) CSU). TEX. | 

为 了 叙述 算法 方便 计 , 引 入 以 下 记号 :对 于 P= QGY AUD, 


记 

UM ee quur Qe (3.2.2) 
L,—ix€XJ|xB.,zxB.,(cJi,;jc€J. ENSE 
K;= NK, TE DEC) 

| A (3.2.3) 
Le= LL; RCU RAD: 

E rec aut 
u= {yeY|y,=0,7EU) USJ U ÆJ. <= 


以 上 这 些 集 合 的 含义 很 清楚 ,例如 K, 表示 对 给 定 甲 的 纯 策略 a.， 
凡 认 为 在 乙 使 用 策略 y 时 a 优 于 REI TET OA ES SEE B be 


D A" An oo 924 AY oTi; E I,j€ J reo. 
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HE. Xe BAU dE DL 中 的 余 集 Ur 中 诸 单 位 向 量 构 成 的 单纯 形 ， 
余 类 推 。 再 引入 集合 : 
T = {x > 0}, V = fils = 0}; 
C = (jly, > 0} U = (jly; = 0}. 
AE SIE d TTEIRCSI E 3.2.1 及 其 推论 ) ,可 猜想 有 ， 

定理 3.2.2 KRG WEXXY. WOESE, y), E 
(Lief Xv) XKr NY). 

证 由 U KVELER € Xv XYo 38 FÉR n] d 
SIEM TCR Ee. Mims. Wei at. UH xocT 推出 
yEKr 等。 定理 证 毕 。 

下 面 再 引入 两 个 记号 ， 

Hru=KrNYv, TCI,UC,; 

i ee 
另外 再 引入 术语 ,在 厂 = GOGY 4ASBO HR GEDUE IERI TCOILITEQIE 
任何 USI UA. Are ACO BEM 

dimHro =n— |T| — JU] (3.2. 7) 
成 立 , 这 里 dim(，) 表 示 (，) 的 维 数 ,| :| 表示 ^“。” 中 元 素 的 个 
数 , 类 似 的 对 于 RC RAD, VGI VÆL% 

dimGpy = m — |R| — |V| (3. 2. 8) 


成 立 , 则 称 对 策 厂 为 非 退 化 的 。 回 忆 过 去 ,对 于 m Xn EE 4, 车 


(3.2. 5) 


(3. 2. 6) 


A : 
.一 1] 
1 nee 1 Q 
8j & —T2r T8 EEA 09 CH HER BUS £7 5 FU AER 058 
阵 ), 则 称 4 为 非 退化 的 。 另 外 为 方便 计 空 集 的 维 数 可 设 为 (所 指 
定 的 ) 负 数 ,所 以 在 (3. 2.794124 TIH IU > 时 便 知 Ae =D, 
引入 术语 的 目的 是 想 以 它们 作为 工具 把 工 的 平衡 点 “孤立 ” 
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HH SK » SR THT TE SEB TR Do ak BE eS a DEHE AEBe 
却 可 仅 依 矩阵 的 知识 来 检验 .下 面 的 准则 是 有 用 的 ,虽然 它 是 充分 
的 而 不 是 必要 的 。 

定理 3.2.3 车 4 及 如 是 非 退化 的 , 则 栈 也 是 非 退 化 的 。 

证 HAUS YEK AY WS —M i RET AL Yoon = 
Ai vy ERAS 2, JI ADE PRE BA CIE RON i ey 


2): 
Á.y —A2=0, TET 
joe JEU (3. 2. 9) 
Nee +ty=1 


的 一 个 解 ,此 方程 组 的 系数 矩阵 为 ， 
A, El 


=q 

0 (3. 2. 10) 

B, i 

0 

Loss  l0-ierygev 

这 里 B, BRAM j PAG n 维 向 量 。 ME ne IT | 

IU |, RAI T CET AE EE SI LEN GAP IR PER TTE 
阵 : 


(3.2. 11) 


| B; : 
0 Jierjeu 
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BREF REMRST 
—1 
IU | 4- rank " 
— liierJjev* 
由 于 |V |= HU =r UIT i OER E ii GS 83058 I 
TRA AU ADX (US 十 1) 的 子 和 矩阵 ,由 于 它 的 秩 为 |U"| 
十 1, 故 此 矩阵 是 非 退 化 的 ， 所 以 53. 2. 11) 表 示 的 矩阵 秩 为 |U | 十 
|U* | 4-125 2-- 1, 3X UE BE 7j FE 28 C3. 2. 9) 中 对 应 于 (3. 2. 11) WF 
方程 组 仅 有 一 个 平凡 解 习 ,好 == (00,00. 从 而 推论 出 (3. 2. 9) 根 本 无 
解 。 于 是 有 Hrot nau. 
M Hru tA BITI HIU <n ,选择 ye Hr.wv FFA 
Hru = (VAERT | yE Hru ASA. yi ET) Ml 有 dim 
Hr.u=dimH re. 再 记 (3. 2.9) 的 解 集 空间 为 Hro FREER 
dim Hz; < dim H; w (3. 2. 12) 


”这 是 因为 Are =A Cy NER Iyzo zx. 


再 观察 (3. 2. 10) 中 和 矩阵 的 秩 , 它 的 秩 是 : 
—1 
诸 ar 
一 1 
l= 0 Serjex l 
且 由 于 jT| 志 nn 一 IV1= U1, 选 取 它 的 一 个 (十 1 ATAD 
HTE KG. 2. 10)? 中 的 矩阵 秩 为 1] | 十 人 [十 1, 且 
dimH ru — GT 1)—-€T|-1U|-c-D i 
一 ”一 | 一 | 如， 《3. 2. 13) 
再 由 (3.2. 12), 便 有 dimAruv<a—|T|—|UI. | 
AÉSEyC€HmysÀA—A.y iC T. BEM 
T = (i € T^,A.y =a} 


iU | -F rank 
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Ut = {jij € U^.y; = 0) 

此 时 可 证 存在 了 YE 五 ro 使 T! —U' —Q SE E TU XQ, RA 
证 ,例如 TU 的 大 小 可 通过 选择 一 个 适当 的 ?而 使 之 确实 缩小 。 为 
mg neT'.umg Cy. AVE Hyorweve Jc ME BY HK 出 Cy, AIE 
Hrer-u usu! 而 使 得 ALL y =A FE THT — tio} A. FA» Al 
为 否则 有 Hrer uw DArir wwrev' ALIX GG. 2.19 FB. BK 
一 般 性 可 设 A io > yA CEM. ALAR OA) RE 

(y Ad= C1 —e) Cys Al +e(y’, A) Osczescl FE 

Ar. yt =(1—e)A;. y+eA,. y'= (1-2) A+ eA 


=A iET+T"— (à) (3. 2. 14) 
并 且 类 似 地 有 
=0,7EUVU+UO (3.2.15) 
此 外 ,有 
A y =U EA n y T£A,. y! - (1 — ÀT eA, y? 
<C] EAH Eho = Àa O«e«] (3. 2. 16) 


[E S — Jr A; yL ETET B. y; m0,j€ QU EU 可 导 
出 对 充分 小 的 s, 有 
A, y SAVE T+ TYE 
1 yj 2 9,) € (QU 4- U')" 
1E (3. 2. 14) 一 (3. 2.17) 组 合 在 一 起 ,对 充分 小 的 se, TES Cy AD 
使 


(3. 2. 17) 


CJ ADE Hrer- ARE 
Cy AD & Hrer -uginuo 
Kui€OHTO*U (io) WETHER. A Ay oy! MERA EET" 
缩小 的 目的 。 
最 后 由 前 述 所 得 的 结果 ,可 设 能 找到 (?, 力 E 瑟 7 使 满足 
Ay <i, i€ET, y,>0, 1 € U%C3.2.18) 
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但 显然 (3. 2. 18) 可 推出 (7 了 ,1 相对 于 所 re 的 一 个 整个 邻 域 仍 位 于 
五 ro 中 。 
”重新 比较 (3. 2. 12) 及 (3. 2. 132 , 便 推 出 
dim/ir,,; = dimAy, = n — |T| — UI. 

定理 证 毕 。 

推论 E D—(GYIAgdésEpiB (EL AY, A 

1. 平衡 点 的 数目 是 有 限 的 。 

2. S (OX, DESIT), HRV={ifx>0}, R= {j y >00}, R] 
ITI IRI. E 

(G,32 $= Ga NXE XK r ANY) 

3. EDEA WEE — HSH ARO. DADEA 

A; y — i= 0,1 € F 
| y,=0, je m (3. 2. 19) 
xcd y =] 

的 唯一 解 ， 

推论 告诉 我 们 三 的 一 切 平衡 点 可 通过 选取 A 的 任何 子 方 阵 ， 
并 解 类 似 于 (3. 2. 19) 的 方程 而 求 得 ,。 类似 地 可 处 理 矩 阵 召 ,直到 找 
出 平衡 点 为 止 。 

推论 的 证 明 由 定理 3. 2. 2 "TA 3 Ge. y) € (D) WEG y) 
€ CLs AX) X CKr []Y 0 再 由 非 退 化 的 假设 可 知 | 尽 1 十 1751 委 
m, |T| HIR Sa. HA ERARE AMERI HIIHTI + 
|R°l<mtn MHA WF m+n, APY RR USK, BIR =m — 
[7° |= lr | 3XuEBILT fibie rh 2 的 第 一 部 分 。 推论 中 2 的 第 二 部 分 
仍 可 由 非 退 化 推出 ,这 是 由 于 8 

dim(Ly N Xr) =m — |R| — |1*| — 0, 

类 似 地 可 推出 男 一 关系 。 至 于 推论 中 3 是 显然 (可 参看 定理 3. 2. 3 
的 证 明 )。 故 y 是 由 (aij)jer,jexr 所 构成 的 子 矩 阵 所 对 应 的 方程 组 的 
唯一 解 。 又 因为 矩阵 只 有 有 限 多 个 方 阵 ,所 以 推论 中 1 可 直接 推 


75 


知 。 
直面 为 写 起 来 方便 起 见 , 用 了 十 5 了 一 上 等 分 别 代替 1 十 {7} ， 

7 一 他) 等 。 

定理 3.2.4 (Lemke 一 Howson) 设 全 二 (于 ,了 ;4,B) 为 非 退 
化 的 , 则 eir. 

还 可 证 平衡 点 的 个 数 为 奇数 ,但 本 章 不 证 。 

证 PEZE Hro= tyh |T| +U =n 为 了 的 一 个 多 面 角 
FE CPolyhedra Corner, MW A P.C O IEZ Hru l TIHU] 
=n—1 为 了 的 一 个 多 面体 边 (Polyhedra Edge. fia P.E.5. X 
于 巨 可 类 做 的 给 出 定义 。 

首先 , 易 知 任何 基 向 景 都 是 一 个 P.C. 事实 上 ,对 每 个 j,P,EY 
恰 是 含 在 2 一 1 个 P.E. 中 ,而 此 时 任何 其 他 P.C. dà X XE n FP. 
E. 中 ,对 于 基 向 量 此 种 陈述 是 显然 的 。 故 我 们 考察 集合 : Hr 二 
GT IF IU | =n, [TIZ208 FEL € T ,Hriwv， [T—i|3- IU | 
二 n 一 1 是 一 个 P.E.， 它 包含 {y}. 类 似 地 ,对 任何 j€U ,Hr,v-j， 
IT | -- lU — j| 9n—1. 所 以 至 少 能 找到 个 包含 {位} 的 PLE. 若 超 
过 > 个 ,它们 的 交集 组 成 一 个 集合 Het MBIT | 十 IV!1>n. 这 
里 不 论 是 否 有 yE€ 五 mo ,这 与 非 退 化 相 矛 盾 。 又 按 规定 若 I< 
Hr yt, TE 


D) € Hr N Ary = Aryr eyo? Ap yy 

FANT | + IU | =n WHE T'—T,U' =U T^c T Su. 

注意 基 向 量 9, 与 其 他 诸 P.C. 之 间 的 唯一 区 别 是 在 前 述 情形 
中 | 一 1, 故 不 能 由 了 中 删 去 一 个 指标 而 得 到 一 个 包含 B HP. 
E. 此 外 若 Heute P.C. 则 对 任何 iET 及 对 任何 jEU ,在 Hrw 中 
恰 对 应 一 个 P. E. Hü dg TUU 中 删 去 一 个 指标 意味 着 在 Ar PR 
定 一 条 边 。 

MIE Z=X XY, R Hru= (y) R Gav = {x} 分 别 是 了 和 六 中 
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记 作 


的 P.C, 于 是 为 识别 它们 的 元 素 , 记 ZZ 中 的 一 个 P.C. 为 : 
z= (x,y) € Gav X Hrv GZ 

类 似 地 ,如 下 类 型 的 集 

Gav X Ary = (Cy lz € Grv {9} = Hru? 
{其 中 GzvA— P. E. Hz oM P.C.) 
及 

Grv X Are = (Coy lx) = Gevy € Are} 
(其 中 Gu P.C. Are PE. ) 称 为 Z PHT P. E. 另外 


再 记 
.rez XO0>yER TET | 
yj7"0xC€L,.jc€J-—n 
ARIES, WzEr Bz 为 Z 中 的 一 个 P.C. 

PRES ATES HELP REA GI CETE T LS 
《参看 引 理 3. 2. 1 后 的 推论 中 D. 为 证 第 二 部 分 ,注意 定理 3, 2.3 
的 推论 中 的 25 Af Al T= UG 1x20) „R= G1» >-ORAU FER: 
BD yE Kec. [T| + R(= [D [+n— [R | =n 2S (pL RETE xo A 
而 断言 成 立 。 

Ma BA HET HCG, ,8 E 安 ,为 说 明 这 一 点 ,选取 各 E7 使 
A, RAR i EL MOA BECK, A, BCFA 

B. © H,, sti] + 1 — el =n 
其 次 i AM — MEH. AM 8, € Kien HEH BLE H uuu us 
| sis [+ [Ja] =n thon 3X 5j 3EXR ALTER A 3X RU VL A io 
EL HB, BIEF. 

再 证 以 下 事实 ， 

QAR x = (PB ,8.) 如 上 ,此 时 它 或 是 一 个 平衡 点 ， 并 从 而 在 
CPA PLE BE L READE V 中 存在 一 个 PLE. BE 2". 

由 于 或 者 有 AEL TRR LCF RTA 

B X > 0n € K;,, | .i€I 


77 


B> 08, EL FES 
Jt ELA i z^ € SCP) ( 见 定理 3.2.1 后 的 推论 的 3)。 现在 依照 开头 
所 指出 :“ 对 每 个 BEY Hl RAE n—10 个 P.E. 中 ,而 此 时 任何 其 
他 P.C. 1$ E np PLE. 9", ABEBE Z PH mtr Ar. 
E. GS 2° RHR 
ig: tx Ay, lajt j€J—n 
Cie XB. ici—u 
它们 之 中 没有 含 在 E 中 的 ;例如 设 对 某 个 j EJ 一， 选取 (有 y) 
€ (B, X Has) M y 0 是 可 行 的 。 但 由 非 退 化 性 B, € L.A 
GL, jen ,所 以 客 的 条 件 受 到 破坏 。 
另 一 种 情形 为 B, 信 二,; 且 存在 某 个 唯一 确定 的 龙 , 关 ,而 使 
得 € L,, WEZ 中 含有 zz" 的 P.E. , 它 给 出 如 下 : 
BK ine) jeJ—n, 
n it, ay {Bats 7 和 了 一 加 
可 证 在 € pA X Huna N TER z" 的 P. E. ' 并 且 
URE BEET 
RNEER- -PEO EIEC A 为 一 P.C. , 则 依照 是 = 
& GORE ELT) Ib UR Tg P.E. TE 中 含有 


z. 


(3. 2. 20) 


(3.2.21) 


me bet Hig T= UEIT) ,R= (EI >0) FEE 
i y= 0, TARH HH HE *E SCD), EEE 3. 2. 3 后 的 推论 ,有 z 
€ Gare X Hae [RIFT =m, IT | +) Rol =n. 1RI=|T|, 因 为 
n ERRc, 故 可 由 Ro 中 删 去 mx, 于 是 得 到 一 个 P. E. GP Hru E 
BREE S 中 ,在 多 中 的 = 处 不 会 有 更 多 的 P.E. 例如 对 某 个 i 
所 人 ,人 XH; uie ZHAG yK AMERRE E E 
di. RER OR FEL Uz PATRA. BRnER. BIRI 
一 1, 则 17"|=1( 见 定理 3. 3.2 推论 2 IFA z— (9,80. 这 是 一 种 
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er 


不 包含 在 我 们 考虑 之 中 的 一 种 情况 。 所 以 | 有 Ri 之 2, 这 就 是 说 我 们 
可 以 通过 由 R FEAE n 而 得 到 一 个 边 :Gr-w.rX Ly} 3x T P.E. 
当然 合 在 字 中 ,并 且 易 于 检验 它 是 唯一 含有 zz 者 。 

最 后 假设 y. OCH nE RDA ré L WH cee). drew 
立即 可 得 zE Ga. nre X Hr ME z 是 一 个 P.C. ,但 方程 组 : 

IR — n| + |T*| = m, |T) + [Rep an 

不 能 同时 成 立 ( 只 要 把 两 者 相 加 即 可 ) ,所 以 或 者 Ah € Rf An ,使 
得 r€ L, MAT AR—F ii ET. 1$ y EK. 在 前 一 种 情 
Bl. (z) = Grong tt X Ars 并且 有 两 个 P.E.: Ge uu eX 
Hr- A Ge XH EMERE 中 ， 而 在 后 一 种 情况 ， 
| z| = Grate KH roe FAAS P. E. :Ga Af X Hr; s 
Gr-n. X Hr. 它们 是 含 在 E. t, I ER T REDE e) =G, ur 
X Hrs If 且 有 两 个 P. E: Ca-.,7 5 X Hraci 和 Grn X 
Ary 它们 是 含 在 浓 中 ,显然 在 两 种 情况 下 在 名 中 不 会 再 有 其 他 
在 = 处 的 P. E. ,这 样 我 们 便 证 明了 所 说 的 断言 (6)。 

现在 我 们 来 完成 定理 的 证 明 , 其 讨论 过 程 如 下 。 若 = as 
8.) & €(G) We —-nr dE « "PR P. E. 含有 s (EG), Hats 
ERA 18707 2 BP CARATS. BM FRA LARA 
我 们 当然 会 达到 另 一 个 P. C. (确切 式 子 众 略 ?。 著 此 PLC. 不 是 平 
衡 点 ,可 由 此 沿 着 位 于 E 中 的 一 个 P. E. (由 (6), 它 不 是 到 达 边 ) 
离开 亡 , 并 从 而 达到 E 中 的 另 一 个 较 远 的 P.C, . 按 这 种 方式 构成 
的 “道路 ”将 永远 不 是 圣 闭 的 。 因 为 道路 只 有 有 限 多 个 PLE. ,故道 
路 必然 有 一 个 最 终 的 端点 , 即 在 «v 中 存在 一 P.C, 它 是 某 一 个 了. 
E.《 邑 到 达 边 ), 由 (5) 这 个 PLC. 必然 是 一 个 平衡 点 。 

这 样 给 出 的 道路 确实 产生 一 个 平衡 点 , 即 它 的 终点 ( 它 可 能 与 
始点 重合 ,这 在 当 且 仅 当 Z" 确 为 一 个 平衡 点 时 出 现 )。 

EE 中 可 能 还 有 更 多 的 P.C. 由 于 按 我 们 所 构造 的 方法 而 不 
能 到 达 , 所 以 我 们 还 可 构造 更 多 的 道路 ,它们 的 起 点 为 名 中 的 任 
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何其 他 P. C. ,容易 看 到 任何 两 条 这 样 的 道路 都 不 相交 ,它们 或 者 
具有 两 个 端点 ,或 者 是 一 条 闭路 ,所 以 它们 或 有 平衡 点 ,或 者 没有 ， 
但 对 策 总 有 平衡 点 ,前 面 已 找 出 一 个 。 证 毕 。 

例 1 讨论 以 下 双 和 矩 阵 对 策 厂 二 (X,Y;4,8), 其 中 


1 0 0 . fo 1 0 
4 一 0 4 oj, B= 10 0 1 
0 0 1 1 0 0 


解 RX 8.EY, 此 时 天 := {yE Y] A. yo Ac. y} EIR i= 
3, 并 取 z^ — (0,80 HMMA MEE) ,这 是 因为 as€Ex; 但 a 
GL, ARNE AUB TG E PRA- -RURA x", 这 
就 是 1B} X 《Ks 站 Yo) ;这 里 H iaa SK NAY WHE Pi. 这 条 边 的 


He EEF Ony KH y — (S05). 但 它 不 是 平衡 点 ,因为 
ay & Lan BRA BOE € PARE H Co „3 JEEP 


fA 3.2.1 


GL, X x (QU) EE EE GO, y?) p cP = G0, 
STOR AP BE. HE LNX: 记 作 cd 


eu a yP) HP y d. i =) ,但 
rP, yP EEC). wisi ei Dax GP MBE 
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y2) ,其 中 ze = (EEE) aam y esa) ,将 此 过 程 画 


于 图 3. 2. 1 中 ,并 标明 了 KL 等 所 示 之 策略 集 的 域 。 解 毕 ， 

例 2 讨论 双 和 矩阵 对 策 = (X.Y; A.B), A 

4-|-， a al ae 

—1 —2 1 2/' 3 4 3 一 6 

这 里 关 = 王 2,2 一 4 所 以 工 为 工 维 的 ,而 y 为 3 维 的 向 量 。 

由 于 rH. = tibu + 22by= 2161, % OQ — rbr WE X EBT 
43151 oR. AK PRESE HERE FER PIT Em B. ibi e B.i;—bu3XTE 
图 ,例如 zB. =n 03x. 等 等 。 类 似 可 写 出 zB.2,TB.y xB.,, 
并 在 平面 上 画 出 它们 的 图 形 ( 见 图 3, 2, 2) 。 此 时 不 叭 作出 以 下 各 
个 集合 : 


xB,7 6x,—6x, 


[H3.2.2 
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L= [reXIS ni ]- [zexit«nsi| ， 
L= (z€ XI pn «ij- [ze X loa, <4}, 

Dow [re XI Ln = [se XI 3n. 

L= [zsxilos<r< 寺 |= [sex tne . 


但 另 一 方面 Y ETEEN HARRIE ES Ry? (0.0. 


9,32.,'?- (G0, ot, 9 =c, 9,59 2 (0, 1- li) 


EP ERP: (yER'|A,.y=Ar.y HICK. ROT KK: 
WT: 

K,—iy€Y|A..y»zA;ylh 

K= {y EY |A. yzA;. y]; 
H ,8 和 天 ,68E 天 ,而 上 面 的 超 平面 把 了 划分 为 两 部 分 , 它 
(THE 3.2. 3 P, 

SEE RAF COR 2° = (a A) ,这 是 因为 8,€ Ke; (2) BR 


= lasy”), Ala, € Le, m y= (,1.0,1), (3) HEB eh = 


Py y" EKG. 而 V= GÈN OEE =”, 


y?3, AA TM ml y= (1-,0,0,- );(5) 再 进 至 z= (rP, 


2 
y? ),B y? € Kan 2? = SEN UNE gus (x, 


2 
3 
4 

l 
2 


yO) XE CESIUM MARE AP cP EL Mi y= (5.0, 
0). 

上 面 两 例 说 明了 算法 的 过 程 。 

至 于 2X2 甜 降 A.B 的 算法 ,当然 要 简单 得 多 。 

THE wz Xn 的 非 退 化 矩阵 的 全 体 的 集 记 作 A mort us S Rs 
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可 证 : 
定理 3.2.5 .A 是 开 集 并 在 R“ 中 为 稠密 。 
一 旦 证 明了 定理 ,在 每 次 进行 计算 时 ,总 可 取 到 有 关 的 元 素 。 
定理 的 证 明 ”对 于 任何 矩阵 4, 令 
E. 


l e | 0 
Ales = Caidic ie ty 
这 里 mm ,ye 分别 是 行 指标 与 列 指标 集 的 子 集 。 
显然 到 的 一 个 方 子 阵 的 行列 式 是 4 的 一 个 连续 函数 。 若 对 某 
个 4, 对 应 的 行列 式 不 为 零 , 则 在 4 的 关于 一 切 矩 阵 的 集中 的 某 
个 邻 域 中 也 有 非 零 的 行列 式 , 这 就 推出 -zt 是 开 集 。 
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AiEA RSE RRA. $ m=n=1,W A=), A 
F a =] 
am h ;| 
EPRA 4= (0) 为 退化 矩阵 (注意 我 们 并 不 要 求 最 后 一 行 与 最 后 
一 列 的 元 素 构成 一 个 非 奇 蜡 和 矩阵 ), 所 以 = UH gam [QD lax 
0] ,而 它 在 只 中 显然 稠密 。 其 次 , 设 mon 为 任意 ,并 假设 Cini 
在 R^" U'rp By, BEM ER] mox n 矩阵 A 及 任何 es>0 存 在 一 个 
非 退 化 的 m xn ER D 119 | A— D| «e 3X HE. 1.1 当然 表示 RP 
的 欧 几 里 德 范 数 ,这 样 便 可 完成 由 Cm 一 1,n) 一 《m,n) 的 当 纳 步 
邓 。 类 似 可 和 仿 此 讨论 Cx,n 一 1) 一 (mn), 因 而 可 证 明定 理 。 为 此 ， 
给 定 一 个 mxXn ER A 及 se 污 0, 依 归纳 法 假设 ,有 (Gm 一 1) Xn tE 


ok 


并 设 它 非 退 化 , 且 满 足 IC 一 41< e CP. A 为 4 ER 
后 的 矩阵 ,再 考虑 矩阵 天 
Ay. 
ROME Cr 
Cn. 
& f IF A| < e 现 通过 对 F 的 第 一 行 A1. 作 微小 变动 而 进行 


WEEK TRES EE Di. ,使 D,. 5j C 在 一 起 构成 一 个 非 退 化 矩阵 D 
D. 
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ARE E|D—Al<e. 然后 选取 两 个 如 下 的 指标 集 :7ETT om 


HIP JEJ + int), Hel = [voles a ETAT PE — Base A PS 


一 个 子 方 阵 hm ,其 中 设 hoe 2, PEE 1 E10. WHE Fo GE 


奇异 ,根本 不 必 对 ALL 进行 修改 .所 以 应 假设 1E7,, 并 令 a1 一 


Ca) jes =Å EERTE AA: 

情形 1 ”十 1 各 ,这 时 的 4 一 1 个 行 记 为 : 

z Opty ae — ien) C352, 25 
依 归纳 法 假设 ,它们 与 R* 中 的 向 量 是 线性 无 关 的 。 ERR ERE 
Joma T BE 2 RATE RE 2'(iE 1 一 {1)) 张 成 的 
一 1 维 子 空间 Re 之 中 ,这 样 的 = 总 是 存在 的 ,因为 对 于 所 作 的 有 
效 选择 总 可 以 a! 为 球 心 构造 一 个 球 ,使 整个 球 避 开 E. 显然 
xx 矩阵 | 


EFRR. MEEL 
us JE do. 
aij = 2 
ais je€J-—4 
Jti X A). (ane sam)» Dl 


z 


(us 
WEIC—AI TER Co 为 非 奇异 。 于 是 可 得 如 下 事实 :“ 可 


对 AL. 的 坐标 (av)jen 通 过 微小 变动 (例如 二) 对 A, 进行 修改 而 
使 所 得 的 限制 于 R&R 的 结果 向 量 A, , 避 过 子 空 间 如 %。, 并 从 而 使 结 
SERE C Brae aR” 
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情形 2 n4-1€ Si FÈ a = Aloo A (q!,1) = AB 
Hy &—-1 fi: 

Wi pet), EI (1) (3.2.23) 
它们 在 Ro h HRT. R X e gm mesa 
部, 县 使 r 不 在 由 诸 向 量 W GEL ODBIIGRES K—1 维 仿 射 


流 形 之 中 ,zx' 有 唯一 的 表达 式 ， 


s fut 
其 中 之 天 1 并且 从 而 (zi 一 Ds 22 AW, 一 1) ,这 就 推出 
矩阵 | | 
: x! — 1 
D: = itn 
HIRA k. 


再 用 x; 代替 a € .Jo 一 {nx 十 1)) 的 方法 来 修改 A. ,从 而 也 
B[ 18 31 251401 T8 Go 1 HR RIK EB. 当然 对 于 天 一 1 
是 显然 的 。 

我 们 可 稿 微 直观 的 作 些 说 明 {( 因 若 作 形式 的 讨论 将 非常 乏味 ， 
但 读者 可 以 自己 给 出 确切 的 讨论 )。 

给 定 方 阵 ( 由 lado 确定 ), 可 把 六 修改 成 C', 使 得 Clo 为 一 
个 非 瘟 蜡 的 (通过 避 开 某 个 线性 子 空 间 来 做 到 ), 所 以 可 通过 避 开 
有 限 多 个 子 空间 (每 一 个 对 应 于 一 个 方 子 阵 ) 的 方式 将 修改 为 
也 ,使 得 每 个 Do 都 是 非 奇异 的 ,因为 修改 总 是 在 半径 为 /2: HB 
个 球 内 进行 ,所 以 避 开 一 个 真子 空间 总 是 可 能 的 ,所 以 只 是 非 退 
化 的 ,并 且 14 一 局 1<e. 证 毕 。 

易于 推 知 

定理 3. 2.6 对 于 双 和 矩阵 对 策 D— GGY:AB GOYA. 
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证 由 定理 3. 2. 5, 可 找 出 一 个 非 退 化 的 双 矩 阵 对 策 序列 
{I= (X,Y;4",B") } < 使 得 

A"—A,B"— B n>, 
而 由 定理 3.2. 4, 对 一 切 aE N.S) KS, PLA ey SHE 3. 22. 2. A 
er. 证 毕 。 


$3 谈判 问题 


局 中 人 之 间 也 可 以 互相 联合 .共同 控制 对 策 的 进程 ,分 享 共同 
利益 。 这 就 需要 局 中 人 之 间 进 行 协商 .谈判 。 

不 妨 观 察 两 个 谈判 者 在 进行 谈判 时 的 一 般 过 程 并 找 出 规律 。 
可 以 设想 存在 一 系列 可 供 双 方 选择 的 谈判 方案 ,它们 都 是 由 局 中 
人 双方 提出 自己 的 要 求 以 及 相应 措施 (策略 ,行动 等 ) 形 成 的 ,这些 
方案 应 该 在 实际 中 是 可 行 的 。 所 有 这 些 可 行 方案 的 全 体 构 成 的 集 
合 称 为 可 行 集 (feasible set), 记 为 S. 由 于 在 每 一 个 方案 中 ,局 中 
人 甲 . 乙 可 以 分 别 获 得 的 利益 记 作 wo, 因此 每 个 方案 可 以 用 (z， 
ORM ,并 且 写 作 (u,w)ES, 这 意味 着 方案 (x,o) 是 可 行 的 。 双 方 
都 有 一 个 谈判 的 基点 , 即 双 方 认为 都 不 能 再 作 让 步 的 收益 , 设 它们 
DAJE uv .双方 分 别 以 w* vt^ 为 枯 础 进行 谈判 。 在 对 策 r= 
《 革 ,Y;4,B) 中 ,通常 以 双方 分 别 采 最 各 自 的 保守 策略 时 所 得 的 收 
益 为 基点 , 即 取 : 


u" = max minrAyT 
xb MR (3. 3. 1) 
v' = min maxrBy^ 
EF EX 


并 把 谈判 问题 记 作 (S u" ,v" ) ,经 过 谈判 双方 的 讨价还价 ,或 
者 由 一 位 仲裁 人 的 裁定 ,最 后 得 到 一 个 能 为 双方 共同 接受 的 方案 
Cut) o H CS un" ,wv") 到 最 后 达到 (zw,v) 的 过 程 看 作 一 种 映射 , 记 此 
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映射 为 w, 于 是 此 过 程 可 写作 
(Su sv) =,D) i (3. 3. 2) 

BR Gc x00 Aik BE (Bargaining Solution), 

怎样 求 出 (zz)? 观察 谈判 者 的 行为 可 以 出 现 一 些 共同 遵守 
的 规律 ,把 它们 作为 公理 。 下 述 公 理 系 是 由 (John Nash) 首 先 提出 
的 。 

公理 1( 个 体 合理 性 ) Caos) Su‘ ,v0'). 

公理 25 可 行 性 ) (wu,v}E€5. 

公理 3(Pareto 最 优 性 ) EG 0€ S. BG) Gi v), i 
(usv) = (usv). | 

公理 4( 无 关 方 案 的 独立 性 ) 车)ETCS, 且 (wv)=9p 
(Siu v BE Ca D m XT rv). 

公理 5( 线 性 变换 的 无 关 性 ) — iE DES 经 由 如 下 线性 变换 


b = at f, 
(3. 3. 3) 
v! = gu + Be 
而 得 到 的 ,如果 pC5 ze v` J= (u,v) , 则 必 有 
AT ,au 十 Bar +8.) zz Caut B1 0v d- B2) (3. 3. 4) 


其 中 ,oa as 为 正常 数 ,B, 8; 为 常数 。 

公理 6( 对 称 性 ) FS Flu ESelu, v) ES, FE u' = 

* ME Su vto Cv, u=v. 

以 上 6 条 公理 中 ,公理 1.2.3 显然 是 必要 的 。 公 理 4 表明 如 果 
把 可 行 集 扩大 而 得 到 一 个 新 的 谈判 问题 , 且 新 问题 的 解 (u,v) 仍 在 
原 谈判 问题 的 可 行 集 工 之 中 ,那么 此 (zz)? 也 必 是 原 谈判 问题 的 
解 .换言之 ,扩大 的 谈判 集中 新 增 的 方案 与 谈判 实际 上 无 关 ( 当 然 ， 
若 解 人 wsz) 不 在 原来 的 可 行 集 了 中 , 那 就 是 另 一 个 问题 )。 公 理 5 
说 明 双方 如 果 衡 量 尺 度 不 一 ,但 其 客观 的 价值 并 不 能 因此 而 改变 。 
公理 6 则 主要 体现 公平 原则 , 即 若 双 方 的 地 位 ,实力 相同 、 策 略 相 ， 
间 而 县 谈判 的 基点 也 一 致 的 话 ,最 后 所 得 谈判 结果 中 的 利益 zw 
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应 该 相同 。 另 外 还 有 一 条 公理 , 即 
公理 7 人 单调 性 ) ETES, y 
KLu wv" SPS wv") 
不 幸 公理 7 与 公理 2.3 不 相 容 ,所 以 一 般 不 考 虚 这 一 条 。 此 时 可 
证 ， 
定理 3.3.1 对 于 所 有 谈判 问题 (5S,wu'*,v'), 存 在 满足 公理 
1--6 的 唯一 函数 vo. 
在 证 明定 理 之 前 , 先 观察 一 些 事实 :可 证 对 于 任何 点 (zz) € 
S, 若 它们 均 满 足 uu uv" NEA S 
glu, o) = uu lumu") (3.3. 5) 
ERS 上 存在 唯一 的 极 大 点 (5) ,这 是 显然 的 , 故 略 去 证 明 。 其 
次 ARIZ) ELSES, Cu’ v0.Qco dn ExS.3EA 
h(u,v)-2(v—uv' Jut lu— u*v (3.3. 6) 
TES WES RA ASAEX AG sh(O vaL. BABI 
Cu v) € S, Tfj kluso) >h Cuv) FFE Oel. AF S Ht, JE 
iG .0)€Ss.H'rBu'—u-creGc- iv =el), BLUE h EE 
TEHE, EE h(u—u.v—9)2»0. 现在 
gv) gCQu v) hu vu) +e (u— iD (v — v) 
4 es->0, 最 后 一 项 可 忽略 不 计 , 因 而 导出 ge Gu! v 2 g Cav ,但 这 
与 在 在 人 2) 处 取 极 大 矛盾 ,所 以 必 有 AG v LA C oO MY, 
上 面 所 证 的 事实 说 明 连 接点 (zz 与 (xz ov ) 的 直线 的 斜率 
是 负 的 , 且 集 5 的 一 个 支撑 。 换言之 5 的 全 部 都 落 在 直线 的 一 方 。 
TAREE, IHE Geu) ES. IJA >u vo .前 已 
18 4H C3. 3. 50 FEL glu FERK ACU, v), WRU ME 
.公理 1.2, 这 从 函数 的 构造 便 可 看 出 , 它 也 满足 公理 3. ARR, 
u> uv) ABl Æ uv) TERA guv) >g (U0), 此 与 
Ge 0 gu 的 极 大 点 矛盾 。 它 也 满足 公理 4, 因 著 它 使 gu, 
v) 在 S 上 取 极 大 , 它 当 然 也 在 S 的 较 小 的 集 了 上 使 取 极 大 。 它 
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也 满足 公理 5, 因 若 邻 如一 mr 十 及 (BH mw 一 zx 十 ,于 是 
g uv = (ul—CGuu* +8) Qv! — Cau" H- B2) 
= mag luv) 

PE Cu VO E glu, RRK W Gv ) 也 必 使 gw) 取 
极 大 ,最 后 (u,v) 也 满足 公理 6, 事实 上 若 S 是 对 称 的 (公理 6 的 含 
MZF) Bat =u HI GG CS BRA eG.) —g Gu EH 
Faw g Cu v APE RAL OE Qu 0 = Woe) EAR 
uv T EH TE (uv) IE ZEB 1 一 6. 下 面 证 明 它 是 满足 上 述 
诸 公 理 的 唯一 的 规则 (函数 ) 。 现 设 (, 妨 是 如 上 所 确定 的 ,考虑 集 
Z4 

| U= (uv) [ha v) Khu, v) } 
dy AT ITS AES BRAS Cu Mit T BHU 经 过 线性 变换 
E 1 ee (3. 3. 7) 


RS AES HET RRA (Gv) juto 2) ER ut = 
v' —0., EET TEM RH. RHA 6, 所 求 的 解 必 在 直线 z =v 
上 ,由 公理 3 它 必 为 点 (1,1) ,而 由 变换 (3. 3.7) 之 逆 , 利 用 公理 5， 
QU u^ ,v" ) 的 解 必 为 (x,5), 但 是 由 于 (5)E5, 这 就 推出 Cw,5) 
Why Gut v ) 的 解 。 | 

现 设 不 存在 点 Cw,v) € S BE uu ,v2>v" ,出 的 凸 性 可 知 ， 
BIHE WES KP uu vv ,就 不 可 能 有 (u,v)ES 具 
有 vw>>v" .在 这 些 条 件 下 可 简单 地 令 Cu,v) 为 S 内 诸 点 中 在 约束 条 
件 v=v' 之 下 使 w RRA A BUH BMG WES AA u= 
u' viv RAER un ES HA u>u’ FSaoHAS 中 
在 约束 条 件 usu Z FIE o 取 极 大 的 点 ,不 难 验 证 此 解 满足 诸 公 
理 , 并 且 不 难看 到 公理 1 一 3 不 可 能 允许 有 其 他 解 。 证 毕 。 

此 定理 说 明 满 足 Nash 诸 公 理 才 有 唯一 的 解 。 若 集 $S 有 光滑 
AY URE GES HARE. EG. ME S 的 切线 CS 上 
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Pareto $% 4 $5 EH Pa B SRB 
有 可 能 成 为 Nash 谈判 解 )， 
此 切线 的 余 率 可 以 代表 局 中 
人 之 间 的 效益 转换 比率 。 
Nash 的 谈判 解 事实 上 是 在 
所 增加 的 效益 方面 按 效 益 转 
换 的 适当 比例 在 局 中 人 之 间 
进行 分 配 。 自 然 , 由 于 未 假设 
效益 可 以 按 线性 方式 转换 ， 
所 以 在 S 的 Pareto 边界 部 分 中 只 可 能 有 一 点 符合 所 给 效益 转换 
的 比例 。 当 然 在 具有 线性 的 可 转换 效益 的 情况 下 ,问题 会 变 得 简 
单 。 事 实 上 可 假设 转换 效益 的 比例 (在 必要 情况 下 可 以 改变 效益 的 
度量 单位 ) 。 再 设 站 为 局 中 人 双方 联合 在 一 起 时 所 能 取得 的 最 大 效 
益 , 于 是 5 应 包括 位 于 直线 zx 十 w% 一 上 上 或 其 下 方 以 及 (xu ) 的 
上 方 . 右 方 的 区 域 。 此 时 对 应 的 Nash 解 应 为 
u* — wv +k 
2 
=f v" — u’ +e 
2 

不 难 验证 u--v—£ JF AUK u—v—u* —v* RU ERP. 
这 两 个 局 中 人 的 相对 地 位 就 维持 下 来 ,即使 在 他 们 的 效益 可 能 增 
加 之 时 也 是 如 此 。 | 

但 是 在 谈判 之 中 一 方 为 了 达到 自己 的 目的 ,可 能 利用 自己 的 
78 AAS ay He [ur SE“ 38 He" BR “THE X127. 3x S BT ie “RAF” 
(Threat) [A] af. X} F RRF Nash 提出 如 下 的 谈判 模式 :1) 甲 宜 告 要 
3X B — PPRAGE C SKE) 9RIEE z;2) 假 设 此 时 乙 也 宣布 将 要 采取 一 
PROP SABE y( 不 论 他 是 否 知道 甲 关于 工 策略 的 实质 );3) 既 然 如 
此 ,甲乙 双方 分 别 宣 布 采 取 策 酷 x 和 ,那么 问题 就 变 成 双方 各 
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u = 


(3. 3. 8) 


DÀ x Fl y AiR FB AES HEFT IRF. GRAPE LTE AR A IRF 
A IZ RAHDIT ac A y, 从 而 取得 相应 的 收益 。 
这 样 一 来 , 依 Nash 公理 ,此 时 应 考虑 : | 
gv) = (u ~ TAy (uv — xrBy') (3. 3. 9) 
当然 此 时 应 在 S 中 受到 约束 :wu 宇 xzAy vIRrBy 的 那 部 分 域 中 来 
讨论 问题 。 不 难 证 明 : 

定理 3. 3. 2 任何 双 答 阵 对 筑 至 少 有 一 个 关于 了 恐吓 策略 对 
Cr,y) 的 平衡 点 。 

定理 3.3.3. Gy RO" yO EIVERE TITS 
BS AY DRE] SEE ex. ERT Ry ) 也 是 平衡 点 。 

以 上 两 个 定理 证 明 从 略 。 

不 难 推出 在 双方 效益 转换 比例 为 1: FEF, Se Te 
为 : 
zAy — rBy + 

2 
rBy — zAy +k 

2 
RE k EASP PAE- RLS RRM A. MR 
一 部 分 ,可 以 看 出 甲 是 努力 使 CA— BD y" 极 大 化 ,而 乙 却 在 使 
(B—A)y" 极 大 化 。 所 以 此 时 甲 、 乙 实际 上 在 进行 一 个 以 A-BH 
SAT EY E FAT RE 

例 1 讨论 双 和 矩阵 对 策 r= QUY AB) ,其 中 (4,8) 为 : 
(1,4) (—4/3,4) 
《一 3 一 1 (4,1) 

E ”在 不 考虑 效益 转移 的 情况 下 BAC, 0:0 29 ERR DL EX 
构成 一 个 四 边 形 ,并 记 此 四 边 形 为 S. 显然 局 中 大 甲 、 乙 双方 的 保 
守 谈 判 基点 一 一 也 称 为 安全 基点 , 依 (4.3.1) 计 算 , 应 为 (0,0). 相 
应 的 混合 策略 分 别 为 :z= 二 《3/4,1/4),y 二 《1/2,1/2). 假如 按 
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“= 
(3. 3. 10) 


ai 


图 3. 3. 2 


Nash 的 谈判 公理 模式 讨论 ,由 于 在 S 中 (0,.0) 的 右上 方 域 中 讨论 
时 , 域 近似 对 称 , 所 以 Nash 仲裁 解 为 (5/2,5/2) {可 通过 计算 得 
到 )。 然 而 仔细 观察 矩阵 A、B, 乙 发 现 自己 稍微 处 于 有 利 的 地 位 。 
因 若 乙 坚 持 采 用 其 第 一 个 纯 策 略 8,, 甲 确实 没有 更 多 的 反抗 能 
FA ARBOR ww，, 则 正 是 乙 所 希望 的 BRAG o, LRE 
RA A — 1. cI PARAS BN — 3. A CR SE 
ER. FHA Wt RATE. AT EADY E Ag RISE RHETT IC f 
面 分 析 应 考虑 支付 为 A 一 B BS RETE ,并 设 效 益 转移 率 为 1: 
1, 由 于 


A-a-| 


同时 双方 联合 在 一 起 的 共同 所 得 效益 为 5, 采 用 (3. 3. 100 ,可 求 出 
(PARRA ue = 3/2,0=7/2, 
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$ 4 FOSSE SARE NN A HEM 


ETH tie BY OR EET ES A TETROE P p BR LY $8 SK tat 
(Transferable Utility, > Ja falic 29 TU) 情 形 , 它 可 理解 为 在 对 第 
”的 “形式 ”规则 范围 之 外 由 局 中 人 之 间 预 先 协议 而 给 出 的 一 种 支付 
( 某 种 形式 的 “补偿 ”) 这 类 支付 称 为 旁 支付 (Side Payment), RM 
还 应 研究 男 一 种 情形 , 即 不 具有 旁 支 付 的 情形 ,此 种 情形 简 记 作 
NTU (Nontransferable utility) 对 策 。 

如 何 看 待 TU 的 假设 ?不 妨 设 想 把 可 行 集 加 以 扩张 , 即 在 (av， 
bp AYE EE oP KA Cass 5; 0 ,这 里 s 为 任何 实数 ， 
其 中 iE1,jE€J， IPS TAR: P=(X.Y;A.B) ,. HPA, 
B). 

ps (5,3) 
(7.4) (3,5). 
假如 息 乙 两 人 同意 合作 ,局 中 人 之 间 所 可 能 进行 选择 的 混合 策略 
位 于 图 3. 4. 1 中 45" 余 线 带 域 中 ,这 样 的 域 可 称 为 具 旁 支付 的 合作 
可 行 域 , 或 简称 此 域 为 TU 可 行 集 (TU feasible set). 显然 此 集合 
所 表示 的 域 也 包含 非 售 作 可 行 减 ， 稍 后 还 可 推出 它 也 包含 NTU 
可 行 域 。 

可 以 设想 局 中 人 为 分 享 他 们 合作 时 可 能 获得 尽 可 能 大 的 “和 ， 
效益 而 进行 谈判 并 达成 协议 ,此 类 最 大 和 效益 位 于 TU 可 行 域 S 
的 右上 方 的 边界 上 ,也 邯 S 的 Pareto 边界 上 。 以 此 例 而 论 , 它 位 于 
点 AM(7,4) 处 。 如 果 如 此 ,我 们 就 不 会 为 互相 合作 以 便 取 得 联合 最 
大 效益 达成 协议 而 对 处 于 不 利 地 位 的 局 中 人 付 给 某 种 补偿 一 也 
即 某 类 形式 的 边 支付 而 感到 惊奇 。 但 何 时 他 们 会 达成 一 致 给 予 另 
一 方 以 劳 支付 ? 因为 车 任何 一 方 的 局 中 人 认为 所 得 旁 支付 是 不 能 
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图 3.4.1 


, 
接受 的 ,他 会 威胁 说 不 参与 合作 。Nash 的 合作 解 是 一 种 可 以 考虑 
的 方案 , 它 可 提供 某 种 合理 的 折 圳 方案 以 便 使 合作 能 继续 下 去 。 

为 说 明 有 关 概 念 , 现 举 一 例 。 设 甲乙 共同 拥有 一 讲 较 小 的 公 
冤 住 房 , 此 住房 对 一 个 人 来 说 已 足够 大 ,然而 由 于 共同 拥有 所 有 权 
之 故 , 没 有 那 一 方 能 单独 所 进去 住 ( 除 非 他 们 达成 一 致 协议 ) ,然而 
此 套 住 房 就 其 所 处 地 段位 置 、 环 境 而 言 更 适合 于 甲 , 不 妨 作 如 下 的 
估价 ;对 于 甲 JH BH X 600/m’, FZ, MA X 500/m'. 我 们 不 妨 用 
对 策 的 方法 分 析 此 问题 .此 时 甲 、 乙 分 别 有 三 个 策略 : (1) 请 求 对 方 
RS CRAG CMR AR eS PU COREE 
何 安排 与 处 理 。 这 时 可 构造 双 和 矩阵 如 下 : 
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乙 
619 (2) (3) 


> (a.b) — (600,0) (0,0) 
C21 (9.500) (0,0 — (6,0 
| coo) — (0,0 (0,0) 

这 里 ta,5) 中 的 a,b 是 两 个 未 确定 的 正 数 ,其 总 值 不 超过 
羊 800/m?, 它 代表 双方 同时 决定 采取 策略 (1) 时 此 住宅 的 最 后 期 
望 价值 。 而 这 个 值 对 于 问题 的 解 并 不 重要 。 . 

可 以 想见 合作 时 的 值 为 ge (300,300) ,这 是 甲 向 乙 支 付 的 报 
偿 , 它 是 当 协 议 破 裂 时 关于 此 住房 双方 有 相同 的 损失 的 合理 价格 。 


H 3. 4. 2 


BR RT RY FRE CA ,5) 构 造 两 个 如 下 的 辅助 矩阵 ; 
和 和 矩阵 T= A+B 
AS XBERA—A—B 
并 引入 一 种 (合作 的 )TU 解 , 它 是 以 三 与 人 的 对 策 值 为 基础 而 作 
HAI. IPER 三 ,定义 它 的 值 o 为: 


(3.4.1) 
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a = e(X) = max max (a; + &,) (3. 4. 2) 
Imm xli 


这 里 世代 表 户 中 人 共同 关心 的 利益 ,所 以 o 自然 定义 为 其 元 素 之 
最 大 者 。 而 人 表示 局 中 人 之 间 的 竞争 或 抗衡 。 从 入 二 A 一 8 的 定 
X, 自 然 的 E H3 te SH X 3E laj 50 , Zn S JJ RE 3€ (5; — 
b) ,所 以 把 人 看 作 是 一 个 零 和 和 对策 的 支付 矩阵 ,故人 入 的 信 5 应 为 ， 

ó— v(/A) = min max >) 5 (a;; — b; na 


jml j=] 


= max min 3) P) (ay — bx; | (3. 4. 3) 


z€X »€Y L3 Fy 
但 实际 上 关于 人 的 策略 起 的 作用 只 是 在 局 中 人 进行 对 策 活动 之 前 
作 预 分 析 时 使 用 ,而 非 在 实际 中 使 用 。 可 以 设想 此 时 局 中 人 都 分 别 
EHHE zx" EX 与 y* CY FD HBL BPA T= 
CACI“ syt) BG y 00, T T BRS — REX) Sri dr AER EDS 
肩 中 人 可 以 就 由 于 合作 所 得 到 的 (超过 了 了 的) 综合 效益 的 公平 分 
享 而 达到 协议 。 可 以 期 望 这 样 的 折衷; 局 中 人 甲 , 乙 可 就 零 和 对 策 
(XY; 入) 来 寻求 各 自 的 优 策略 zx" oy” BEACH Ys AO SEARO Rt 
策 , 而 它们 的 最 优 策 略 也 自然 是 最 优 丽 吓 策略 ， 
如 何 计算 这 种 折衷? ERR p= (gw gr) 为 两 人 所 得 之 折 囊 值 ， 
显然 应 有 
[as (3. 4. 4) 
$$ — 9r = 6 . 
前 一 式 表明 双方 之 和 应 等 于 其 合作 时 之 最 大 值 , 后 一 式 表明 双方 
HAAREN T 的 值 , 称 p 为 TU 值 。 显然 
= 2 十， = (3. 4. 5) 


现在 仍 回 到 原 例 , 此 时 ， 


a+b 600 0 a—b 600 0 
X= | 500 o O]|,A=]—500 0 0 
0 0 0 0 0 0 
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不 难 算 出 o=600,0=0, AI p= (300,300) 。 而 双方 的 恐吓 策略 对 
应 的 所 得 是 (0,0) 。 
例 1 讨论 双 矩 阵 对 策 D—OGY:A Km 


(A.B) = E (—1.— 1) (6,4) 
(2,4) (7.4) (5.4) 

解 显然 l 
z-[ cx "UE =| 5 0 | 
6 11 9 —2 3 1 


BMT, 3:i103.6,2. D EX D. WC. 875,3. 3752 , cB 


q = (6.25, 4.75) 


f] 3.4.3 


xz —(0.5,0.5),y* — (0. 3,0. 7,00 8€ y’ — (0,0. 25,0. 752, 
由 此 计算 出 o=11,0=1.5 以 及 p= (6. 25.4. 752. 

JE B] RC FT. 事实 上 在 图 中 线段 TT,; 上 的 任 
何 一 点 都 是 了 丽 吓 点 :然而 所 有 恐吓 点 都 会 推出 相同 的 TU 值 .另外 
还 有 两 个 使 双方 合作 时 能 取得 最 大 收益 的 点 M M ,而 事实 上 线 
段 M1M: 上 的 任何 一 点 都 是 没有 旁 支 付 时 的 可 行 点 ,也 即 Pareto © 
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MAR a 2.0690 ST p= 4. 7539 C ELSE CL BA] S GERI 
B gap — t oc. 

说 明 1 由 上 述 理论 C= (X.Y A.B PR B=—A Jtn X 
ASE. Mii o=—0,MA=2A. Br UL RA ANEA ECOX Y £D 
"HEP OR SEBS dE 8 39 29 CAD, Tfj TU fi p= CU CAD .—v CADO ,这 时 
双方 已 无 合作 余地 ,只 有 对 抗 。 

2 GBA, Ei} S=2A, MANS, RA 0-0 而 > 为 
A Pik 7c BP fF Wea EL AET TRA A ERA 23 H 
给 予 旁 支 付 , 所 以 对 于 每 个 局 中 人 而 言 其 TU 解 只 是 此 矩阵 中 的 
最 大 元 素 。 

下 面 理 讨论 没有 旁 支 付 的 情形 。 这 里 我 们 禁止 在 局 中 人 之 间 
进行 在 对 策 规则 之 外 的 支付 ,局 中 人 之 间 可 以 进行 谈 兰 、 互 相 怒 吓 
或 旋 诈 ,签订 站 约 或 合同 ,这 都 依 他 们 的 纯 策 略 以 及 相关 的 混合 策 
咯 而 定 . 局 中 人 之 闻 不 得 以 任何 方式 转移 货币 .商品 .服务 等 等 ,这 
些 都 是 讨论 何 题 的 前 提 与 假定 。 

Fo HOSDR (OX LY; A. BOW NTU 可 行 域 的 含义 , 它 是 指出 现 
在 (4,8) 中 所 有 支付 向 其 (Cai,6) 构 成 的 集 的 凸 包 ,也 即 在 RP p 
包含 所 有 点 U b BL SG] Bi. RITE PA TEE HL RS 
的 混合 策略 时 所 可 能 接受 的 支付 集 。 

例 2 考虑 对 策 C= XY:A.B) EPA, B) A: 

i (4,6) d 

| (0,2) C6,4D 
À Wu m.zr E Su O/2: 1/2 BEEEEÍS BE B 3 f] 29 
(5.5) , ifi LA Re E e B OP 3C TO F4 BL (^ V 3h JE (E f 
NTU 可 行 域 。 

当 效 益 不 能 自由 的 转移 时 ,不 妨 假 设 在 局 中 人 之 疗效 益 不 仅 
不 能 转移 ,而 且 不 可 比较 。 可 以 设想 局 中 人 对 风险 持 中 庸 态度 ,也 
即 恰 如 其 分 的 评价 效益 .但 局 中 人 分 别 生活 在 不 同 的 .有 相当 距离 
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18 3.4.4 


的 地 域内 ,以 致 于 没有 一 种 使 之 直接 作 货币 转换 的 机 构 或 没有 一 
种 交换 的 汇率 。NTU 理论 的 关键 概念 是 利用 对 策 本 身 的 数据 以 
引导 出 一 种 交换 比例 。 我 们 可 以 这 样 来 解决 此 问题 , 即 先 给 出 一 种 
假定 的 交换 比例 ,局 中 人 可 以 协商 并 象 先 前 在 TU 对 策 中 那样 按 
所 给 的 比例 进行 自由 交换 他 们 间 的 通货 。 一 旦 当 他 们 在 最 后 处 理 
所 得 的 结果 一 一 戎 前 面 讨 论 的 TU 值 , 他 们 可 以 “ 按 规 定 ? 计 算 所 
筑 的 旁 支付 ,这 看 起 来 似乎 违反 了 不 得 给 予 旁 支付 的 规则 。 但 是 
NTU 理论 的 确切 任务 就 是 设法 选取 一 种 交换 率 , 以 便 使 得 在 禾 
局 时 局 中 人 发 现 所 期 望 的 TU 结局 是 一 种 “ 零 ” 旁 支付 ,从 而 它 总 
是 合法 的 。 易 见 按 此 种 思路 推导 出 来 的 交换 比例 类 似 于 在 经 济 中 
关于 多 种 货物 的 供需 均衡 中 的 竞争 平衡 价格 。 


$5 4 一 变换 方法 
在 双 和 矩阵 对 策 P= (XY,Y;4,8) 中 ,车 把 4 和 一 B 分 别 看 作 是 
和 矩阵 对 策 中 的 支付 矩阵 ,并 且 假 设 它们 都 在 矩阵 的 相同 位 置 处 有 
鞍点 ,此 时 显然 可 把 各 自 的 鞍点 看 作 是 恐吓 点 ,这 时 称 双 矩 阵 对 策 
100 . 


DÀ ROG ELE XV BST , E pU] 35 wo Je TE £2 9& Rer PR AR ER 
吓 策 略 的 对 策 。 此 时 引入 如 下 的 辅助 矩阵 AA— BLK A0 AE 
数 , 显 然 以 M4 一 如 为 支付 矩阵 的 零 和 对 策 的 鞍点 的 位 置 与 4 NR 
点 位 置 相同 。 
为 了 说 明 想 要 盖 述 的 问题 ,不 妨 看 一 个 例子 。 设 讨论 如 下 的 谈 

判 对 策 , 其 中 (4,8) 如 下 : 

(6,3) (0,0) (0,0) (0,0) 

(0,0) (4,6) (0,0) (0,0) 

(0,00 (0,0) (1,8) (0,0) 

(0,0) €0,0 (0,0) (0,0) 
在 此 例 中 局 中 人 实际 上 有 三 种 可 能 的 选择 , 因 若 双方 都 选 第 四 个 
纯 策 格 ,势必 什么 也 得 不 到 。 然 而 此 双 和 矩阵 中 最 下 端 和 最 右 端 处 的 
元 素 确 实 同时 是 4 与 召 的 鞍点 ,所 以 它 是 一 个 具 固 定 荡 吓 点 的 对 
策 。 

利用 上 节 的 方法 计算 TU 值 ,可 得 0—10.8—0.9— 65,5). R 

如 没有 旁 支付 便 能 达到 此 p 值 ,我 们 当然 可 把 它 作为 前 述 的 NTU 
值 ,这 是 因为 不 允许 旁 支付 也 会 使 之 成 为 可 行 。, 然 而 在 没有 旁 支 付 
的 情况 下 也 不 会 达到 (5,5)。 事 实 上 如 果 我 们 画 出 由 诸 元 素 为 顶点 
的 多 角形 域 (图 3. 5. 1(a) ,其 中 一 1),p 一 5.5)7 在 所 围 的 多 角 域 
之 外 。 因 此 要 由 多 角 域 的 Pareto 点 和 集中 顶点 M=. 0K AE 188 
(5,5) , 乙 就 要 转移 给 甲 一 个 单位 的 效益 ,但 车 调整 度量 单位 ,例如 
固定 乙 的 效益 单位 不 变 ( 即 以 乙 的 效益 为 标准 ), 将 甲 的 效益 乘 以 
JE PRA Ti f BP HES OGY ;AA BO FFIEC RAM RX, 
了 ;4,B) 的 4 一 变换 扩张 。 易 于 看 到 它 的 TU 解 是 入 的 国 数 ,因为 
此 时 有 : 


6A+3 0 0 0 
d 0 4À 6 0 0 
SA = Y 
0 0 4 十 8 0 
0 0 0 0 
684—3 0 0 0 
o 4a -- 6 0 0 
AC) = 
0 à—8 0 


0 0 0 0 
易 知 A= 2 时 可 算出 o (2) =15,8°2)=0, 88 CX .Y 52A, B2 8j TU 值 . 
为 (7.5,7.5) ,自然 会 问 它 是 NTU 可 行 吗 ? 回答 此 问题 前 应 注意 
原先 的 支付 单位 一 一 这 意味 着 应 将 甲 的 支付 用 4 除 之 ,由 此 给 出 
(X,Y;A,B)69 4 一 转移 值 (4 一 transfer value 的 一 般 定 义 如 下 : 


aA) + 62) a(a) — CÅ) 
DA aaa teas (3. 5.1) 


Pe CA) = ‘Pz (A) = 


Bede (3. 5.1) EET 92) 2 (3. 75,7. 5). A 3. 5. 1CbO 3E BH Ai b xe Y 
ADEE NTU 可行。 事实 上 因此 时 需要 数额 其 大 的 旁 支付 ,而 这 
实际 上 是 经 由 点 (6,3) 出 发 到 达 点 (3.75,7. 5), 从 而 甲 要 付出 2. 
25 单位 的 甲 方 效益 (例如 货币 ) ,而 转换 为 乙方 的 “货币 ”为 4. 50 
单位 ,并 将 此 交 给 乙方 。 但 3.75 十 7. 5 天 6 十 3. 

当 A=1/2, Bit BB 0(1/22 =8. 5,81 /2) =0.¢01/2) = (8. 
50,4. 25) ,然而 这 也 需要 其 大 的 旁 支付 , 故 也 不 是 所 需要 的 ,所 以 
对 于 A> 2, A—1/2 均 可 不 加 以 考虑。 故 可 限于 1/2<a<c2. 此 时 
对 应 于 多 角形 域 中 NTU-~ 可 行 集 的 边 PQ 及 QR ,每 条 边 的 斜率 的 
绝对 值 都 必然 被 视 为 可 能 的 交换 比例 ,对 局 中 人 进行 考察 ,可见 在 
某 种 意义 下 依 这 些 比 例 给 予 旁 支付 是 可 能 的 。 因 为 他 们 可 在 问题 
所 给 图 中 的 边 的 端点 处 进行 选择 。 例 如 ,对 纯 策 略 对 (ap ) 及 (om ， 
p82) 依 概率 组 全 ,可 产生 边 QR 中 的 点 ,从 而 可 使 我 们 取 4 作为 这 些 
特殊 的 交换 比例 。 
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(1, 8) 


9(2)- (3.75, 7.5) 


(b) 


e i )- (8.30, 425) 


(c) 


[8 3. 5.1 


先 考察 PQ 边 ， 其 斜率 为 二 2/3， 故 取 4 二 2/3, 并 依 前 计算 出 
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Fal 3.5.2 


e (2/3) —26/3,8(2/3) =0,g(2/3) = (13/2,18/3) = (6. 5,4. 33), 
此 时 仍然 是 失败 的 。 实 际 上 在 边 PQ 上 的 点 都 不 是 NTU 可行。 类 
似 地 可 考察 QR, 此 时 4 一 3/2, 可 得 c(3/2) 一 12,6(3/2) 一 0,P(3/ 
2)= (4,6). 这 是 一 个 不 需要 旁 支付 的 交换 率 。 从 而 得 出 本 例 的 
NTU 解 , 即 NTU 48: 9° — (4.60 LE di 2C 3 Z Cequilibrium ex- 
change rate) :A* = 3/2; REAP HB im^ —(0,0,0.0, y^ = (0, 
0,0,1); 合 作 策 略 : (os fe) 。 

图 3. 5. 2CbO f ih TH 2 H 1/2 $0 5/2 时 所 对 应 的 WA) 的 曲 
HFA TE pO AR SES T A. 

ERE push X'* 不 是 多 角形 的 各 条 边 的 斜率 的 绝对 值 时 ,有 
何 情形 ? 

例 考虑 双 和 矩阵 对 策 , 其 中 (4,8) 为 : 

(1,0) (—1,1) (0,0) 


(A,B) = 
(3,320 (— 2,9) (2.7 


E AP. eR RT H1, 1). SUESEPQUI ,此 时 
a=4 fe | 

2 

1) [V2 1/2 0 EMI Na x 
x05 8 oom - | 2, —10, —6 
550 01/2) =8,6(1/2)=— 3/2.01/2)= (6.5,4. 75), 而 关于 边 
P-(-2, 9) 将 超过 TBD 


Hi 等 分 的 
直线 斜率 为 2 


4 一 3 0 4 一 5 0 | 
15 1 15 9 —17 1 | 
Fy 51 (4) =15,8(4) = — 5, 94) = (5/4510), f& A= 1/2, ii PQ 
将 使 乙 付 给 甲 大 数额 的 4 一 转换 旁 支 付 , 但 若 到 1 一 4, 沿 边 QR 同 
样 将 使 甲 付 给 乙 一 个 大 数额 的 旁 支付 ,这 就 推论 出 9* 恰 在 顶点 驴 
Rb ABA Atm? 当然 可 猜想 1/2«A* <4. 但 如 何 求 出 ? 我 们 可 采取 
沿线 段 了 TQ 的 方法 ,原因 是 在 TU 对 策 ( 开 ,了 ;1" 4; 号 ?中 ,局 中 人 应 
等 分 超过 恐吓 点 了 的 那 部 分 超过 值 。 在 NTU 对 策 中 原来 的 效益 
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jac =| 


x =| 


单位 中 ,他 们 间 “ 相 等 的 ”分 配 应 是 应 用 了 平衡 交换 率 1" 之 后 所 | 
以 由 个 到 9 的 直线 必须 具有 斜率 )" ,但 我 们 知道 e^ =O mx 
2 ,此 即 域内 的 边 工 区 的 斜率 。 

可 以 看 到 关于 NTU 解 的 原则 是 ,“ 转 换 的 交换 比例 等 于 分 配 
的 交换 比例 。” 

由 上 面 两 例 可 见 在 任何 具 固 定 爷 吓 点 7 的 双 矩 阵 对 策 中 , 平 
衡 交 换 率 或 由 NTU 可 行 集 的 右上 方 边 界 的 一 个 边 的 斜率 给 
出 ,或 由 自 人 出 发 到 右上 方 边界 上 某 个 顶点 的 直线 一 一 此 直线 位 
于 由 诸 顶 点 图 成 的 多 角形 域 的 内 部 一 一 的 斜率 .换言之 ,这 里 仅 有 
有 限 个 值 可 能 成 为 4* ,而 且 这 两 个 斜率 的 系列 或 者 是 单调 增加 或 
者 单调 减少 ,主要 由 我 们 沿 上 方 边界 移动 时 而 定 。 而 当 此 两 系列 交 
又 之 时 ,设法 把 At BOE HE 

SEF AR EL ER AA NTU 对 策 ,其 确切 方法 步 又 可 总 结 
Wr. 

1. EH ee ROT = (A), — (D) € R' MEET 
作出 横 轴 与 纵 轴 , 过 他 画 出 个 体 合理 域 ,并 记 作 IR. 

2 .给 出 NTU 可 行 集 的 Pareto 边界 (或 有 效 边界 ) ,并 用 PO* 
记 它 与 IR 的 交集 . 设 {V} 为 PO+ 的 顶点 集 , {E} 为 其 边 集 。 若 使 用 
PORE YAP RE IR 的 水 平 与 垂直 边界 ,如 果 需 要 可 在 {E&} C 
中 补充 (人 工 的 ) 垂 直 或 水 平 边 。 

3. 确定 由 你 到 诸 顶 点 V 的 直线 的 斜率 之 值 , 沿 PO 依 时 针 
方向 运动 ,这些 了 一 斜率 构成 一 个 严格 的 减 小 数列 ， 

4. 确定 诸 边 的 斜率 的 绝对 值 ,好 沿 PO+ 依 时 针 方 向 运动 ， 
诸 E 一 斜率 构成 一 个 严格 的 增加 数列 。 

5. (a) 车 有 一 个 V 一 斜率 位 于 两 个 相继 的 上 一 斜率 之 间 , 则 
AX V 一 斜率 , 且 9' 可 在 顶点 V 处 求 得 ,(6) 若 有 一 个 一 斜率 
位 于 两 相继 v 一 斜 这 之 间 , 则 为 此 一 斜率 , 且 e^ up di E SB 
了 出 发 而 有 斜率 4' 的 射线 的 交点 处 求 得 .。 此 交点 可 由 解 TU 对 策 
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(X YATA, B) EX Bo SE Hr Lie TER. 

注意 由 于 减 序列 与 增 序列 必然 是 交叉 的 ,所 以 必 会 使 用 5(a) 
或 5 两 情况 之 一 。 若 两 情况 同时 成 立 , 则 此 问题 中 的 无 一 斜率 
与 Y 一 斜率 必 相 等 , 且 有 相同 的 解 。 

以 上 是 国定 铠 吓 点 的 情形 。 下 面 讨论 一 般 情 况 , 这 里 人 不 再 
假设 是 固定 的 ,而 所 给 出 的 定义 与 可 变 对 策 A (4) 的 解 有 关 。 不 过 
几何 方法 对 于 了 为 不 固定 时 也 是 部 分 有 效 , 事 实 上 稍 加 处 理 , 通 
PREZ LA a , 往 往 可 解 出 NTU 值 pg* ,下 面 仍 通过 例子 说 
明 。 

pl 考虑 症 = (XX ,了 ;4,8), 其 中 (4,8) 为 

(1,3) (2,2) 
(3, — 1) (1,0 

与 通常 一 样 仍 由 一 系列 NTU 可 行 集 开始 。 注 意 在 集 的 右上 
方 边界 的 斜率 , 若 不 知 了 的 位 置 , 便 不 能 立即 说 出 在 那个 边 或 那 
个 点 能 找到 解 , 所 以 还 需要 搜索 过 程 . 由 于 没有 一 个 直接 的 方法 确 
定 蔚 个 顶点 是 否 所 项 要 的 解 所 在 之 处 , 故 先 将 注意 力 集中 于 边 。 


现 由 边 PQ 开 始 ,由 于 它 的 斜率 为 一 1, 令 4=1, 可 得 出 
4 4 一 2 0). 
xo-[ PEE i als 
由 此 可 得 o C1) = 4,801) =1, 901) = 5/2, 3/2) ,不 幸 它 不 是 NTU 
可 行 。 这 是 因为 它 需 要 由 乙 向 甲 给 予 支付 , 故 应 试 男 一 条 边 QR, 它 
的 斜率 为 一 3。 令 = 一 3, 可 得 : 
6 8! 0 4 
zD =| M A= {i e 
由 此 得 6(3) —8,8(3) = 40/11,9(32 = (64/11, 24/11) EWA 
是 NTU 可 行 ,因此 时 是 由 甲 向 乙 付 以 支付 .从 而 可 推 想 平 衡 的 4 
必 位 于 此 两 边 的 (绝对 的 ) 斜 率 之 间 , 这 意味 着 NTU 值 y FQ, 
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R=(, —!) 


图 3.5.4 


WY e^ = (252), 1« AX «3, 38 SR BEA A ,是 无 法 谈 及 最 优 
RAAF AY . 

34 p 在 一 个 顶点 时 应 如 何 求 出 确切 的 一 般 说 来 比较 困难 ， 
因为 亡 需 要 解 一 个 高 次 多 项 式 , 但 用 近似 方法 却 并 不 困难 .我 们 可 
在 LAC 中 进行 划分 而 取 其 中 一 个 值 ,并 解 TU RY, 
AA. BD ,注意 旁 支 付 的 “方向 ”( 即 由 谁 付 给 谁 ?) ,每 次 把 所 试 之 区 
间 折 半 , 实 际 上 当 和 矩阵 的 元 素 之 值 是 较 小 的 整数 时 ,也 许 只 要 有 限 
的 几 次 远 代 便 能 求 出 之 值 。 

例 考虑 对 策 , 此 时 设 (4 ,已 ) 为 

(8.00 (2,5) (5,6) 
[s (0,8) od 
现 将 其 NTU 一 可 行 域 画 在 图 4, 5.5 中 , 依 规则 可 由 域 的 右上 方 
边界 的 中 间 边 开始 , 即 取 QR ,此 时 置 A— 1. aig: 


8 7 11 


za) =| 
5 8 1l 


jaoi 22 5) 


tan. 3 
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Hi 3.5.5 


可 算出 o-11,0— —3,9— (4,7) CREPES. ME 


_ 到 另 一 条 边 FG ,此 时 应 取 A=0. 4,364839] 


3.2 5.8 8) 3.2 一 42 一 4 
500.4) = pawos] 
26 B 6.8 0.6 —8 —1.2 
可 求 得 0—8,8— —4. 2,900. 4) = (4. 75,6,100, KAR EPOL, 
故 在 NTU 可 行 域 上 , 不 需要 旁 支 付 。 从 而 at =0. 4, ^ = (4.75, 
6.10, B z" —05,0,y' 二 (0,1,0), 而 合作 策略 却 是 z= (0. 95, 
0. 05), y= (0,0. 05,0. 95). 
关于 双 矩 阵 对 策 还 有 许多 其 他 课题 ,我 们 将 于 其 他 有 关 章 节 


中 从 其 他 角度 也 以 介绍 
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第 四 章 “” 二 人 零 和 无 限 对 策 


$1 引 8 


前 几 章 讨论 的 对 策 中 局 中 人 的 策略 集 是 有 限 集 ,虽然 这 类 策 
略 的 个 数 可 能 数量 庞大 ,但 却 是 有 限 的 。 会 不 会 出 现 局 中 人 的 
( 纯 ) 策 略 集 是 无 限 的 ? 这 引导 我 们 去 研究 无 限 对 策 Clnfinife 
game)。 这 类 对 策 有 重要 实际 背景 ,一 些 军事 问题 或 经 济 问 题 的 数 
学 模型 就 可 能 涉及 无 限 对 策 . 如 在 制订 作战 方案 时 ,关于 攻击 时 刻 
很 可 能 选 自 某 一 时 间 自 〈0 委 上 委 纪 内 的 某 个 时 刻 ,然而 从 理论 上 
讲 , 此 时 间 段 中 任 一 时 刻 都 可 作为 被 选择 的 对 象 . 知 每 一 时 九 对 应 
于 一 个 攻击 “策略 ”, 那 么 这 实际 上 有 无 限 多 个 策略 ,它们 密布 在 整 
个 时 间 段 ,车 记 此 时 间 段 的 区 间 为 [a 如, 从 数学 上 看 就 是 选取 :E 
La,5] 为 所 需 策 略 , 因 上 是 连续 分 布 在 La,51 上 , 故 也 称 此 类 对 策 为 
XESEXT TR (Continuous games)? ,下 面 给 出 此 类 对 策 的 数学 描述 。 

为 简单 计 , 设 连续 对 策 中 甲 自 他 的 策 路 集 多 中 选取 一 个 策 
Ba cee AACR S 中 选取 策略 集 yy € S LX 8 Bf 
定 此 时 策 的 一 个 局 势 , 其 结果 (效益 ) 可 用 支付 加 以 描述 。 在 零 和 情 
况 下 设 归 所 得 支付 为 Mrz,y), 则 乙 的 所 得 为 一 MGCz,y), 此 时 对 
RICE Do CA ,多 ,M), 在 本 章 中 如 无 特别 声明 ,所 论 对 策 均 为 
零 和 对 策 , M 通常 称 为 对 策 厂 的 核 (Kernel) ,与 前 几 章 一 样 ,局 中 
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人 甲 期 望 能 获得 sup inf M(x,y), 而 乙 却 希 望 甲 最 多 只 能 得 到 inf 
supM Grey) 并且 不 难 推出 (以 下 将 Sap 简 记 为 sup RISO: 
sup in£MGr, y) < inf supM (x,y) (4.1.1) 
显然 若 上 式 中 等 号 成 立 ES Gn y fi 
sup infM (x,y) = inf supM(z,y) = M (£as Yo) (4.1. 2) 
则 称 MGCz,y) 具 有 一 个 鞍点 (zoyy), 又 因为 策略 ze 及 yo 应 满足 
条 件 : 
Milzosyy) > Mizoyyo)， 对 一 切 y 
{ MiZ, Y) K MG»). 对 一 切 x AIR 
EIA BUSES A. CHORE. BRAEMAR RAY 
给 出 甲乙 两 局 中 人 的 优 策略 。 通 常 ,为 简单 计 , 设 和 ,多 为 [0， 
I] l 
Fa 1.1) 中 等 式 不 成 立 , 此 时 对 策 没 有 鞍点 ,我 们 应 该 怎么 
Jp? 这 时 自然 会 仿照 有 限 对 策 而 引入 “混合 策略 ”, 即 在 甲 、. 乙 的 策 
略 集 上 分 别 引 入 概率 分 布 函 数 。 当 然 这 里 不 可 能 象 有 限 对 策 那样 
对 闭 区 间 [0,1] 中 的 每 一 点 赋予 一 个 概率 ,而 应 该 用 另外 的 定义 。 
当然 新 的 定义 也 应 该 能 适用 于 有 限 对 策 。 
直观 的 想 , 无 限 对 策 的 混合 策略 可 看 作 由 [0,1] 中 选取 数 x 
的 随机 过 程 , 然 而 也 可 以 把 它 看 作 在 fo,1] 中 选取 的 数 不 超 过 = 
的 随机 过 程 。 若 为 一 随机 变量 旦 使 得 0 委 6 委 1, 从 而 混合 策略 便 
是 如 下 一 个 函数 中 ,使 对 于 任何 <xE[0,1 ,定义 : 
F(x) = pr{fé <x} (4. 1. 4) 
这 里 pri )BN e "HUBER Fo) BRR F EIR 2 BRK 
为 二 的 概率 。 为 数学 讨论 方便 ,对 于 z=0 略 去 不 计 而 定义 六 (0) 一 
0。 于 是 对 于 0x nm BEES 
FGr,)— FX) = Pr{r < ÊS ZT) 
以 及 ; 
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Flr) — FO) = Prios FS zz} 
Bur 称 为 累积 分 布 函数 ， (Cumulative distribution funcfion) fj 
称 分 布 函 数 ,显然 具有 以 下 性 质 ;i)F(z) 之 0, 对 一 切 os xxl; 
i)F(0) —0,F(ODz 1i F Jg x HRB. S4 xis. PF 
SF i 31V IF 为 在 开 区 间 (0,1) 中 的 右 端 连续 函数 ,或 limF Ge) 
—FG). ERM iv) F G@te)—F (x) — Priz&«z-cMiU 
的 ,其 中 e>0 AFA. RES PRA] DLE SER 
车 FE Foner E, Ain PSP AG ES SIC A ALE Ta E I RTE 
HERTA — T CE A A R: 
F(x) = a, F, lr) 十 … + aF, C) 
这 里 «220. 2 4,1. 
^t HH 83 —35 21 18 ER CREE BR RK , 若 Osa <1, AE OX 
0, E ra 


AUS Ts # rza 


其 中 a0, a= ,H Os SSSR. 

在 以 下 的 讨论 中 常 使 用 Stieltjes 积分 ,关于 它 的 定义 ,性 质 等 
可 参阅 有 关 书 籍 不 在 此 装 述 。 例 如 我 们 需要 以 下 结果 : 若 F(z) 为 
阶梯 函数 或 FCD — Lr), HR Px) 在 a 处 连续 , 则 


[Pct c) = PCa) (4.1.5) 


RW E F) a. (x) - aL, (x) ,其 中 42:0. «1,0 
Sal isl enr, HE POER zi 一 1,… 守 处 均 连续 , 则 

| Par) =aP(x,) + +P) (4.1.6) 
以 上 诸 结果 均 不 证 明 ,其 他 用 到 的 简单 性 质 也 不 一 一 列 出 。 
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$2 无 限 对 策 解 的 存在 问题 


设 所 论 零 和 无 限 对 策 荆 中 ,支付 疯 数 为 MCz，y), 再 设 甲 使 用 
分 布 函数 情 (z? 由 [0,1] 中 选取 策略 x, 乙 在 [0,1] 中 任 取 策略 y, 此 
时 甲 的 期 望 效益 如 果 存 在 的 话 , 记 作 上 (x,>), 则 


t 
Eve ['McoaF Go (4.2. 1) 


很 如 乙 是 按 分 布 函数 GCy) 由 [0,1] 中 选取 策略 y FORNEY 
付 存在 , 则 有 


EG'.,G) = [jm reo eco. (4.2. 2) 
a üy 0 " 
当然 在 支付 存在 的 假设 下 ,还 有 
E(P,G) = | Er oaGc »» f'E Odra), 
0 Q 


(4.2.3) 
其 中 (zt,G) 的 表达 式 读者 自己 不 难 写 出 。 
与 有 限 对 策 相似 ,自然 会 定义 以 下 两 个 信 
v, = sup inf £(F,G) 
| ee (4.2. 4) 
v, 一 inf supECF .G) 


REZ un Su. 自然 会 问 何 时 有 viv? 另外 ,Supinf 及 in- 
fsup fiE BEL HE maxmin 及 minmax? 若 以 上 两 个 问题 都 能 得 到 肯 
定 的 回答 , 则 说 此 时 存在 最 优 混合 策略 ,此 时 记 m 与 w 之 共同 什 
为 v, 并 称 它 为 对 策 厂 = (AC ,2 ,M)? 的 值 , 此 时 若 甲 存在 策略 FU. 
使 对 一 切 G, 有 EF’ ,G) 守 wv, 称 上 "为 甲 的 优 策略 。 类 似 地 ,车 乙 
存在 G' BX FLA EUG <u SE G' ALHKRE. BS 
MAT o 存在 而 优 策略 不 存在 时 ,我 们 定义 6 一 优 策 略 如 下 ;对 任 给 


之 >o A EXE CHEER FIG 使 得 : 
E(F,y) >v—e.¥ y € [0.1] 
E(Qr,G) « v-Fe,V x € [0,1] 
WFR CEG) At HET AY e — PRAT 
现在 回答 上 面 的 问题 ,如 果 对 M 不 作 限 制 ,无 限 对 策 可 能 无 
BORTER M(xz,y) 关 于 两 个 变量 x,y 为 连续 ,可 证 优 策略 存 
在 。 


(4. 2.5) 


定理 4. 2. 1 X Mz. y) AES wR, MM supinf Æ infsup 可 
以 分 别 被 maxmin  minmax 代替 。 
证 DEUM 过 续 , 故 对 甲 的 任何 策略 FR 


E(F,y) = [MG 4E ce) 


为 y 的 连续 函数 , 因 [0,1] 为 紧 , 故 ECE EKER Has 能 达到 
极 小 值 , 即 supinf 可 改作 supmin. 
再 由 vi HEL FEN n FERMA F, imine, 


yX»o— L. RERO JRA H A 3 00 SCR RRR RTE 
uli tb Rede p e RH, ARIE F) AA OE SF 
WCF A PR EROR Fob EA TEES E F, 满足 8 1 中 所 
列 诸 性 质 让 一 一 证 ), 显 然 它们 的 极限 函数 F 也 具有 S 1 中 所 列 诸 
性 质 iD 一 一 证 )。 但 另 一 方面 F 却 不 一 定 满足 Pe) =F le") 
550. 这 是 办 为 在 此 种 取 极 限 的 过 程 中 不 能 保证 极限 仍 保持 右 端 连 
续 。 虽 然 如 此 ,可 定义 函数 FS WTF: p? 


0 若 = 0， 

Ra fh) 车 0 之 x 之 1， (4. 2. 6) 
1 . A r1. 

BRE, 是 策略 ,上 SF 的 差异 仅 在 于 它们 的 间断 点 处 ,然而 它 

们 都 是 单调 的 , 故 其 间断 点 为 可 数 , 故 对 一 切 y 有 
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| MG y)dFo@) = [Mer ooa Fi 


又 因 M 连续 并 从 而 为 一 致 连续 , 故 推 知 当 FOSTER EF) R 
限时 有 


[MG a FG) = lim] MG )4F. GO, 


然而 对 任何 y, 此 极限 产生 之 支付 至 少 为 v, 所 以 minE Fo, y) > 
vio M Fo 恰 给 出 所 期 望 的 极 大 值 ,也 即 此 时 可 用 maxmin fU # 
supmin 或 maxmin 可 代替 supinf. 

类 似 可 证 infsup 能 被 minmax 代替 。 证 毕 . 

定理 4.2.2 XE MGE WHER. v, — v. 

证 ”采用 近似 通 近 方法 .将 [0,1]X50， 13814 yw Xn 个 小 方 
块 , 各 方块 顶点 为 GG/nsj/n) ij 二 1 RM WEAR 
的 值 M G/n, j/a) defal,, E IE TY RM (n + 12 X Ge + 1) KEM = 
Ca ocio MLA M, 为 支付 的 对 策 T., 有 值 , 设 值 为 zw， 并 设 
围 、 忆 此 时 的 优 策略 分 别 为 二 Gener ey Ss tn 
S77) ,但 由 于 对 连续 , 且 正 方形 [0,1] 关 Lo. TUS RR ALTA M tt 
其 上 为 一 致 连续 。 于 是 对 于 任 给 之 >0. FE 070 Bid r0 5 
Gre! y FR Re EE S CX — 2)? 4 Cy — 30! <8 A |My) — M 
Gy) | ces BUR n ERACL<S MEM FE. FL GO 


[ar 


/P Lu Gn) 3E B nr] RR nz 的 整数 部 分 ,类 似 地 ,对 任何 


》, 设 7 一 [zy], 显 然 有 ， 
ECF; j/n) = S ari? > w, 
# BAF ly G/n |<6, FBIM. 32 — MG i/n)| «e, AMA 
ECF, 3) —ECF,.7/n) |<e, 于 是 对 任何 yA ECF, y) >w E, 
这 就 推出 
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Up > Wy E 
类 似 地 可 推 得 oso, +e, t EG R] 
V1. v; —2€ 
EAF visos Ae AEE, TEA v =v. iE 
综合 以 上 两 定理 知 当 M 为 连续 时 OY), 
Hi iE PERO E BH uf JR, v — limw,, HL. 24 noo BE F. GB iE ULSR 
略 。 因 此 我 们 可 用 以 M. DS XE ERAS KE BENE GEE EE, 
YM) , 当 核 M TEIG E BRERA KEY n 不 需 很 大 便 能 得 到 
连续 对 策 的 很 好 近似 ,但 如 果 核 并 不 是 “正则 的 ”, 要 得 到 较 好 的 近 
1048 88 BAAD n, mA n 其 大 时 求解 矩阵 对 策 可 能 不 会 很 快 ,能 
否 采 用 解析 方法 求解 此 类 对 策 便 可 能 成 为 难题 。 
EEX M 假设 了 较 强 的 条 件 ,减弱 关于 M 的 条 件 ,证明 便 比 
RAE HBB ASR. 
如 果 在 了 一 (2 ,2 M POREC =7=[0,1 D. F, ZH 
优 策略 对 为 (F* ,G*) ,对 策 值 为 w, 此 时 不 难 推出 以 下 性 质 ， 
(1) maxE GG") = minE(F* ,G),.- 
(2) maxE (x ,G* = ming CF" (y) =v; 


反之 车 (1) 或 (2) 成 立 , 则 上 上" ,G' 也 是 优 策略 ,vw 为 对 策 值 。 若 设 
H*'(x)— EGr,G' K^ Qo ECF' , y) WH: 

OH” GOswvsK' Go,xc€[o.1byce[o,1] 

OE HT Ga) «vll Pr{$=zx,}= 二 0, 即 局 中 人 的 最 优 泥 合 策 
略 中 不 含有 使 其 效益 小 于 对 策 值 的 策略 ,类似 地 , 若 天 (yo)>v， 
W Prfe 一 yy 一 0 

(DA Pr(£-2,) 220, ÀJ H? Cr) =v. 
以 上 这 些 性 质 与 有 限 对 策 颇 有 相似 之 处 ,此 处 不 子 证 明 ( 留 给 读 ， 
者 )。 

例 1 设 在 正方 形 [0,1]X[0,1] 上 的 无 限 对 第, 其 支付 为 
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Mz, y)=C—y) iA iio ZS. 
解 可 以 验证 若 甲 取 * 一 0 及 xz 一 1 两 个 纯 策略 ,并 以 等 概率 
1/2 将 它们 组 合 构成 混合 策 路 ,而 乙 取 纯 策 路 y 一 172, 即 设 
EDILO), 6'6)-140) 
E.G ARIA. BRE. HHH 


max [MG odG* Cy): max M(z, P 
zr 0 =z 


= max (x — 1l, = + 


2 


min M(x,y)dF* (x)= min[ MO, y) + Ta 
= min ty" + ia 一 »!]z = 
Hi T maxECr.G* ) eminECF" y= ik LINE 为 优 策略 ,县 
| 
2° | 
例 2 设 在 正方 形 {fo,1]XF[0,1] 上 的 无 限 对 策 的 支付 MC, 
y-liy-ziü-—|y—xl»i&iliez. | 
Ae WWE F'(G-—r.G'CODc-ydXpXSyee. BRL 
时 有 l 
HS [Mcr ooa (yy IKE 二 


zr EC a! + dry — y — y)dy 
sæ? 1 
+Í (y — y + dry — z — zdy = e 


K 2 | Medr æ = fiy- xa — ly ~ z pdz 
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由 于 对 正方 形 中 一 切 z 及 y 均 有 H^ Gom lemKC Cy) 


FG) =2 RG G)=y WHIMS LEAL v= L 
前 已 指出 无 限 对 策 可 能 无 解 , 现 举 一 例 。 ， 
例 3 设 在 正方 形 [0,1]X[o,1] 上 的 无 限 对 策 其 支付 函数 


为 : 
E 0, #r=y 
Meri Er—lLyclHrcycl 
+1, #y=lre<iby<xr<l 
试 讨论 之 。 


解 ” 先 计算 甲 的 期 望 支付 , 设 此 时 甲 采用 策略 而 乙 采 用 策 
BE y, 此 时 ECF, y) =? 
CL) 0« y« 1, Ju 


EW,y)= f M, y)dF 


?一 0 1-4 1 
Ti dF + TES E i ar 
=— F(-—04FG-—0 —FG)— FO) + Fa — 0) 
=> = 0) (FG = 90) FO) 
EC [ar — [ak = 2ra — 0) — FQ) 

-2Fü —0 —1 

《3), 若 y= 二 1, 则 
1 一 0 
FN = i dF = FG — 0) 
HF FG) SF (y--0) , 故 若 0<y<1, 由 上 计算 可 得 
OP) 和 一 1 十 2pry 一 0 一 2PCy 一 0) 
=—1+420FQ — 0) — FG — 0) 
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所 以 对 于 任何 已 及 任何 COMED) ,存在 一 个 使 得 已 CF sn) 
< l +e haz + 对 任何 FRE GC iy, Cy) [8 
E(F,G)<—1+e 
TdéinfE G^ ,G)  — 1-- e, 3E h H tE H 
sup inf 、 ， 

p GETOS le 
类 似 可 证 对 任何 G 及 任何 ee) EE F HS E.G) >+ 
1 一 e, 并 由 此 推出 

inf supECF,G) zml—et 
从 而 关于 此 对 策 有 

inf supECF,G) > sup inf ECF 4G) 

即 对 策 无 解 。 


Y 3 TRAE R 


许多 应 用 对 策 方 法 的 问题 中 其 支付 函数 常 为 某 个 变量 的 凸 责 
数 ,例如 军事 中 的 攻防 问题 等 。 这 就 是 我 们 研究 此 类 问题 的 背景 。 

关于 凸 函 数 的 定义 .性 质 读 者 谅 已 熟悉 (否则 请 查阅 有 关 教 
程 )。 在 这 里 假设 支付 函数 M(x,y) 对 于 每 个 给 定 的 xz 而 言 都 是 y 
的 严格 凸 函 数 , 且 设 MM 关于 y 可 微分 两 次 ,于 是 对 任何 分 布 函数 
上 (xz), 可 推 知 函数 


Eos [Ma arc) (4.3.1) 


也 是 严格 凸 的 ,这 是 因为 车 S 0 XE UL y ica ie i > 
0 对 一 切 y 也 成 立 。 
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现在 考察 局 中 人 的 策略 。 在 M(x,y) 关 于 每 个 x 都 是 ?的 严 
格 凸 的 假设 下 再 设 它 关 于 两 个 变量 都 连续 , 依 上 节 结 论 对 策 有 解 。 
Züi F? (z) 为 甲 的 优 策略 ， 此 时 乙 为 了 对 抗 尼 《zxz) 而 选取 某 个 
G* (ES 


"Ks M(z,y)dF* (2)dG* (y) = min I MG ,y)dF* G2dGCy) 
0J Q0 G of Ò 


m min] M(x, JdF* (x) = minK *(y)O 


T K (WSF y 是 严格 凸 的 , 故 可 设 K^ (>y) 在 某 点 取得 极 小 值 ， 
于 是 推 知 乙 有 一 个 纯 策 略 y^ ,即使 天 "(y) 取 极 小 的 那 一 点 ,这 是 
P EVER. 

下 面 再 讨论 对 策 值 w 可 证 v—min maxM(z,y), 因 为 由 M 3E 


续 且 关于 ?为 严格 凸 的 假设 ,可 求 出 对 策 值 ,而 由 优 策略 的 性 质 
(2), 


v= max| M(x. 9)dG" Cy) 
= minmax| M(x,y)dG(y) 
it ZB RAT RE dE — T E Tr Et EK IS 276 BR X 
LOO. Brel 
v= min max| M(x,yl,Cy) = min maxMz y). 


当 乙 的 优 策略 为 时 必 有 ， | 

v= min maxM(z, y= maxM(z, y") 4.3. D 
所 以 yy" 具有 使 maxM(z,y) 取 极 小 的 特性 ， 而 由 于 M(xz,y) 的 严格 
由 性 , 故 必 yy' 为 唯一 。 


D xHUHT S2 ASA TEEO. 
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现 再 分 析 甲 的 优 策略 。 由 于 乙 的 优 策略 AES , 故 可 分 
f£ y^ —0,0y' 过 1 及 y' = 二 1 三 种 情况 , 现 分 别 讨论 之 。 
Ry” 二 0, 此 时 maxM(z,0) 二 v, 于 是 对 一 切 zl Mir OS 
u Hit 
X, = {xo € [0.1] |MC250) = v) (4. 3. 4) 
并 设 X,—[0.1]—X,. Hid Xi 中 元 素 为 axi RX — 9] rE Xd 
M Gc, 0) «v. AF HAS JC SERE OX, 中 的 诸 策略 zo 混合 而 
成 ,可 证 甲 实际 上 存在 一 个 最 优 纯 策略 , 即 存在 某 个 x。 使 对 一 切 
y UB MG vk Sth FEE x, € X, 使 v=minM Cra, 
3)—M GV ,0) ,也 即 证 明了 Miro yE y= 0 AER. A EE 
断言 不 成 立 , 则 对 每 个 rE Xo 函数 Mla WE y=0 处 是 减少 ， 


的 ， gia E L M y (2010) «0, WRF E440 0,0 及 每 个 
oE Xos 当 ve 时 ， HA MO y) v RAF MC .3)XT- 

y 为 连续 ， 故 对 充分 小 的 ô >Q 及 每 个 z€ X,, M 0c y« 0, 时 必 
有 Mr y) Xv SKE EF y 满足 OL yi min C2, 0?) 


e EXIT z€[0.1],;8 MG y) <v, Fife Hi maxM Gy) 


«v,O« y «à. BI 8 EIF SB 
v= min maxM (x, ys maxM(z, yi <u, 

因此 必 有 ER, 使 MG pE y-0 处 为 不 减 ， XB M620) = 
v 及 Mlo yp GH, BEY v=minM Go y), 或 对 一 切 y A 
M Gy yo 成 立 。 

类 似 地 可 分 析 y^ = 2 时 的 情形。 此 时 甲 也 有 一 个 最 优 纯 策 路 

, xf MOG^,D—v A M (zx' .1)X0. 

再 讨论 0<y <1 的 情形 。 由 于 y 为 优 策略 , 故 对 一 切 + E 

[o,1] 有 Miry 0v ERE | 
X, = (x, € [0,1]| M(zc y^0 =v} (4. 3. 5) 


得 : 


并 令 X, [0,1]— X». fj y' = 二 0 的 情形 可 证 存在 某 个 ze EX。 使 


M(z3 y) =v, A Miriy) SO (4. 3. 6) 
SR MAE ui y^ = 1 的 情形 (这 部 分 略 去 ,读者 可 自行 推 证 ) ,证 明 
存在 某 个 àE X., 而 使 得 
Mlay”) =v M roy) Sv (4.3.7) 
现 再 作 函 数 ， | 
SA) = AM, Gg wy) HH 0 ADM Chey) (4.3.8) 
RASOS fC) 20, A f 为 4 的 连续 函数 ， 故 在 [0， 1 中 必 存 
在 一 点 & 而 使 得 
f(a) = aM, (ae y) + (1 — aM, sy: = 9) 
在 确定 出 xo rea 之 后 可 证 甲 的 一 个 优 策略 为 ， 
F* (x) = als (2) + (1 ~ ols GO) (4. 3. 9) 
事实 上 由 pup l 
K` (y) = [MG ydF" (x) = aM (a3 1y) + (1 — MG) 
由 于 Mia. WKF y HARK (WEF ¥ 也 是 凸 的 ,并 且 


eK QD SoM Ch) dE ema MC) 


JE y" 处 取 值 为 零 , 故 K"《y) 在 >y* 处 取 极 小 ,也 即 ; 


i (y) = aM xq y” ) + 《1 - mm aM (Crio y" ) = v, 


于 是 推出 Cz) 为 甲 的 一 个 优 策略 。 
总 之 , 甲 的 优 策略 当 0<<y* <1 时 为 阶梯 函数 ， | 
F*G) = al, Gc) + 0 — 9M, G) > (4. 3. 10) 


其 中 LiTr WE: 
M(x,,y')- Mozy") =v, 
MG y ' )Z0zM,GGy), (4. 3. 11) 


aM,CGr, , y) + A — 0M,G,,y'2-0 
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下 面 再 讨论 凹 对 策 。 此 时 设 支付 函数 M(z,y) 关 于 两 个 变量 
均 为 连续 ,并 且 对 于 每 个 y,M Np o PHIL IRAE mig ere»? 
在 正方 形 [9,1]X[9,17 中 处 处 存在 ,与 前 面 讨论 相仿 ,此 类 对 策 了 
一 (2 ,名 ,MM) 的 解 如 下 : 

(1) v=max minM Gr, y). 


(2) ” 甲 有 一 个 唯一 的 最 优 纯 策 略 x“. 

(3) Er 二 0, 乙 有 一 个 最 优 纯 策 略 y,, 它 满足 :M(0,y*) 
=v, HO Mt, 0y LNE ac 二 1, 乙 同样 有 一 个 最 优 
纯 策 略 六 使 MAy =v, E Mi(1,y') 之 0; 而 者 0<zx* <1, WY 
乙 的 最 优 (混合 ) SI S Er PEERS EG" G0 =el, GI +0 一 oI, 
(y), dr Mir Yer 满足 条 件 : 

(M(x* yy) = Mr" sy) =v, 
[ete (ys 0x; M.,G'.uyD. (4. 3. 12) 
aM. Cr" sy) + 0— 0M;G^.y)-0 

在 上 面 讨论 的 对 策 中 295] BLUE Sx PT RE PR RR fer Dun ATE 
许多 问题 中 “严格 ”一 字 可 能 不 被 满足 ,尽管 如 此 , 绝 大 多 数 结论 当 
放松 此 严格 假设 时 仍 成 立 , 然 而 优 策 略 的 唯一 性 却 可 能 不 成 立 。 

上 面 讨 论 中 均 假设 甲乙 的 策略 空间 均 是 一 维 的 ,然而 当局 中 
人 的 策略 空间 为 2 维 时 也 可 仿 上 讨论 。 

Bl 1 PSH AY OPT RRA Mesy) =r y), 
试 求 其 解 。 i 


解 、 由 于 "一 2, 故 对 于 每 个 给 定 的 +,M XT y 是 由 
的 ,于 是 对 策 值 为 

v= min max (x 一 y»? = minmax(3 ， (1 — yY) = 1/4 
Z B Ft ERES NS max Cy' Cy) RCM 5 y'-1/2. 
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再 求 甲 的 优 策略 。 由 前 面 讨论 应 FER BEM Car =v, BK C2; 


-ji*-1- HIER H x —0 BK z= 1. PRB RRA a, 为 此 , 解 
方程 
M05) 十 (1 一 aM.) = 0. 


BEE a— —- ATT OEM E Tote). HE, 

例 2 设 红 、 蓝 两 军 作战 , 红 方 守卫 两 个 据点 4,B8, 其 战略 价 
值 分 别 估计 为 反 , 天 (天 ,天 :, 均 为 正 数 ), 蓝 方 进行 攻击 。 为 简单 
计 , 设 红 、 蓝 两 军 兵力 相当 , 且 设 各 有 兵员 总 数 为 5, 此 时 蓝 方 可 用 
其 一 部 分 兵力 z 攻击 据点 4, 这 里 O<c<S ,而 以 剩 下 的 兵力 S 一 
zi 攻击 吕 , 红 方 可 用 部 分 兵力 yy 守卫 4, 而 以 3 一 y FEBRE O 
<SS ,再 假设 作战 效果 与 双方 兵力 的 差距 有 关 , 故 作战 效果 即 
支付 可 设 为 : 

K(x — y), Ax yi 


Méízr.y) -| 
K;Cy — x), Brey. 

其 中 天 ,可 解释 为 蓝 方 在 攻击 A 时 在 取得 突破 时 每 单位 净 剩 兵 
员 取 得 的 代价 ， 

显 见 M. DAFEN Ey WREN., TAJEA E 
条 直线 组 成 的 折线 ( 见 图 4. 3. 00 

v = min maxM (x, y= minmax {Ksy, KI(S — y2J 

若 设 函数 maxCK y, K, (S— 一 y)) 的 极 小 MBZE y 处 取得 , 则 有 Key = 


K, (S—y) AM y^ = BELA IA RR 应 按 A.B 之 战略 


价值 ,分 别 以 天 -与 关 se 的 比例 布 冉 兵 力 ,而 此 时 的 对 策 值 
KK, | | 
PO eu 
下 面 再 分 析 兰 军 的 兵力 布 署 ,此 时 令 
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图 4.3.1 


KiS )—v 
K, 十 天 : 
不 难 解 出 方程 的 两 个 解 : zj 一 0 =S, XA M, y )e Ks 
M,C5S,y') 王 一 Ki; 所 以 
F' Gr) 一 azuokz) + 0 — 1G) 


但 由 aKs 十 (1 一 a) (—-K,) =0, HEH XE 
此 结果 说 明 防 卫 方 应 以 4.8 两 地 的 价值 按 比 例 布 署 兵力 ,而 
PON a 个 据点 ,其 选择 4、B 作为 攻击 点 的 概 


RINER RAR TE, PUK: =K BARRAN A 


地 的 概率 为 0.75, 而 攻击 总 地 的 概率 为 0. 25, 也 即 蓝 方 显然 选择 
易于 攻击 点 进行 攻击 。 


Mx, 


$4 选 时 对 策 一 一 格斗 


在 应 用 中 一 一 军事 或 经 济 领域 中 部 有 实例 一 一 人 们 常 需 在 一 
竞争 或 对 抗 的 环境 中 对 于 时 间 的 选取 作出 抉择 。 在 这 类 问题 中 ,局 


”中 人 所 采取 的 行动 假设 都 是 事先 给 定 的 ,局 中 人 的 策略 是 决定 何 


时 实行 这 些 行动 。 一 类 简单 的 模型 是 双方 持 枪 决斗 。 假 设 双方 枪 
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膛 中 均 只 有 一 颗 子 弹 ,一 种 方法 是 看 到 对 手 立 即 射击 ,但 此 时 却 可 
能 因为 时 间 仓 促 , 慌 乱 紧张 而 未 能 射 中 对 手 , 反 而 使 自己 处 于 只 能 
被 射击 的 地 位 ,当然 另 一 种 是 推迟 射击 时 间 ,平定 紧张 情绪 ,瞄准 
对 方 射击 ,但 这 却 有 可 能 由 于 此 种 延迟 而 首先 被 对 方 射 中 , 故 应 作 
出 关于 最 佳 射击 时 间 的 选择 。 此 类 问题 也 可 见于 其 他 有 关 选 择 时 
机 的 斗争 中 ,适当 推迟 时 间 , 利 用 此 间 陈 尽 可 能 收集 对 方 的 情报 ， 
作出 何 时 采取 行动 的 决定 ,可 以 更 准确 有 力 的 打击 对 方 ,假如 能 了 
解 关 于 对 方 的 信息 , 称 此 种 决斗 为 有 声 决 斗 或 格斗 Cnoisy duel), 
如 果 双 方 都 元 法 了 解 对 方 只 能 凭 经 验 进行 决斗 , 则 称 为 无 声 决 斗 
或 格斗 (Silent duel), 

1 先 讨 论 有 声 格斗 ,假设 每 一 方 都 只 有 一 发 弹 , 假 若 一 方 射 
击 失败 , 另 一 方便 获得 能 准确 将 对 方 击 中 的 机 会 .不 妨 设 开始 时 双 
方 之 间 的 距离 为 D, 双 方 在 互相 第 近 以 致 于 不 容许 任何 一 方 能 够 
退却 ,当然 双方 都 会 努力 提高 自己 射击 的 精度 再 设 精度 与 距离 有 
KERE MERE. MARAE 1, 但 此 时 可 能 决斗 者 已 
经 面对面 了 。 | 

甲 的 策略 可 以 是 当 对 手 乙未 进行 射击 或 射击 失败 ,此 时 甲 只 
要 认为 他 具有 射击 精度 为 1 的 把 握 ,他 便 可 下 令 射击 。 设 甲 的 策略 
是 在 相距 为 x 处 射击 ,0 委 z 扫 万, 类 做 地 , 乙 的 策略 是 在 相距 为 y 
Oh Sti OS yD. IR LZ BS AERE A BW Po) E PLC BN 
Po) P(E FB CEB zy 时 命中 对 手 的 概率 。 当 然 
假设 射 距 减 小 时 精度 增 大 。 再 假设 衡量 决斗 的 效用 是 若 一 方 生 存 ， 
生存 方 评价 为 十 1, 双 方 均 生存 或 均 未 生存 , 均 评价 为 0, 于 是 甲 的 
支付 当然 是 他 生存 的 期 望 , 它 与 三 种 可 能 的 射 距 有 关 :在 乙 射击 之 
前 射击 ;与 乙 同时 射击 ;在 乙 射击 之 后 射击 。 于 是 给 出 ; 当 ey 时 
M(xzsy) = Pix) X1+01 — P,(x)]X (— 1) = 2P(r)—1 
而 当 c= y it 
M(x,y)— P,CO[1 — Pelr] + Pete) ll — P.C] X (— D 
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= Plz) Pix) 
当 r<y 时 Mr,y) 一 1 一 2p:(y)， 从 而 甲 的 支付 为 ， 
2PI(X) 一 1， RESP 
Mx,y) "ino —ply), Br=y; (4. 4. 1) 
1 一 2P:(y)， Ery. 


He— xm ke—— y 
0 x y D 
甲 射击 处 乙 射 击 处 

fH 4.4.1 


注意 甲乙 是 相向 运动 , 当 甲 由 [0,D] 的 “0” 端 点 向 DD 运动 时 , 乙 
是 由 [0,D] 的 另 一 个 端点 “D” 向 0 运动 ,Pi(z) 与 Ps(y) 均 是 随 着 
zyy 的 增 大 而 增 大 ,于 是 


max minM(x y) = max min(2P,Cr) — 1, 
r 了 E 


P æ) — P,Qr),1 — 2P,Cy2) (4. 4. 2) 
现 将 [0. Dj] 分 为 如 下 三 个 于 区间， 


的 特点 | pp1 (Cx) 十 PCT 之 ] | tr 十 PCz) 一 1 fp +P Il 


再 设 
eCx) = minC2P, (x) — 1,.P)(2) — P,GO,1 — 2P2(2)) 
(4.4. 32 
则 


max minM(r,y) = maxg(x) 


* y 


= max[maxe(r),maxeCr) maxi) ] 
x€A z€B xC 


当 xEA4A 时 ,PiCx) 十 Paz) 之 1, 从 而 1—2P (2) <P (2rd Pla) 
委 2Pi(z) 一 1, 故 此 时 应 取 ee) =1—-2P, Cr) ,类 似 地 可 推出 rE 
BR ae) =P (xr)— Pr);rECHa(r)=2P(7)—1. 

ER t E Pe) + Pee 2) - 1, BR max) = 1 
—ZP.G") maxal) — P, (xr')— PG ),maxz(z) -2P G7 )— 
1 ,所 以 


max minM(z,y) = Pix) 一 了 Kx) 
SEATS (4. 4. 4) 
Pye) FP.) = 1. 
类 似 地 推 知 
min maxM(r,y) = P,Cy* ) — Ply") 
o CM (4. 4. 5) 
Py 2T Plty")=1 


这 证 明 M(xz,y) 有 鞍点 (x* ,y*), 由 此 推出 双方 的 最 佳 射 击 距离 
是 当 P\D+ P= 1 时 的 距离 7, 此 时 对 策 值 "一 PC 一 P:(D. 

2 ”上面 是 对 策 有 鞍点 的 情形 ,这 是 由 于 我 们 假设 双方 有 同样 
的 战术 评分 ,但 若 生存 的 评价 不 同 , 即 支付 依 何者 生存 而 定 , 可 能 
会 出 现 无 鞍点 的 情形 。 例 如 一 架 娶 炸 机 与 一 架 战 斗 机 ,不 论 其 成 
本 、 用 途 、 作 战 效果 均 不 相同 ,当然 不 好 认为 评价 也 相同 。 

假设 格斗 双方 互相 接近 ,但 仍 设 双方 各 只 有 一 发 子弹 (或 两 架 
飞机 。 各 只 有 一 枚 空空 导弹 ), 射 击 精 度 分 别 为 PGS P1O0 3 
假设 为 有 声 格斗 ,也 即 当 一 方 射 击 失 败 另 一 方 肯定 会 获取 一 次 有 
效 射击 的 机 会 ,此 时 假设 甲 的 支付 为 
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(a — B)P, (x) + f, 0 £2 ry 
aP Cx) 十 BP: Cx) | 


Mn y) 工 一 区 
rea + (Y — 8 — YP P, ke), fy ] 
a — (e — PP.(y), d$ ry. 

(4. 4. 6) 


现 计算 max minM(Cz , y) Rmin maxM(z.y)» HF Pil) Pon 
MOS AMAA. 故 
max minM (x.y) = max min[(a — AP cr) + BaP Cx) 
+ BP, (x) TO —pB—aP,QG)PG),a — (a — PP x) ] 
(4. 4. 7) 
min maxM Gr, y) = min max[(« — MP, Cy) + B,aPiCy) 
+ BPA) + -fp -a)P, GO P;G),a — la — MP] 
(4. 4, 8) 
{8 ft (a— POP Cr) +8 为 单调 增加 ,而 a 一 《a 一 B)Pi(z) 为 单调 减 
AD, BTA eR FB 
(a — BP Ge) + B= a — (a— B)P,G) | 
解 出 Xo; 对 此 必 有 P Cro +P: (29) = 1,491  — B—2) > MWE: 
al (x) + BP) + O 一 B zs al, Cro) P Gr) > Zo 
把 它们 与 (4. 4. 7), (4. 4. 8) 合 起 来 考察 便 得 ,max minM Gr, y) = 
zo, Mimin maxad(z,y)>z, 即 当 ? 一 8 一 “>0 时 对 策 无 鞍点 。 类 亿 
地 , 当 7Y 一 8 一 a 过 0 时 有 min maxM (z, y) =z: fmax minM (z, y) 
<ra: IGBEIXEHEU BUR R e 
假如 7 一 8 一 x= 一 0 时 ,对 策 在 ro 处 有 一 鞍点 。 
在 不 存在 鞍点 时 应 使 用 混合 策略 ,但 我 们 不 拟 在 此 计算 ,只 将 
有 关 结 果 写 出 , 即 当 7 一 a 一 8 之 0 时 对 策 有 值 为 uD) =(a— BP 
(ro) +8,H PC) +P: lr) =l, 甲 方 有 一 优 纯 策 略 F' Cx) = 
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记 其 值 为 


M 


z- (a - P\P{x) (x — Po) B 


| . 
aP (x) BPO 
a“ + 0 — B~ P{WP,(x) 


图 4.4.2 


I. 《Xx) ,乙方 没有 优 策略 ,他 可 以 采取 尽 可 能 接近 res( 但 不 等 于 ro) 
的 纯 策 略 。 类 似 地 , 当 (Y 一 8 一 a) 之 0 时 乙 有 一 个 优 纯 策略 而 甲 却 
LU CERE. 

3. 再 讨论 双方 各 可 射击 多 发 子弹 的 有 声 格 斗 。 为 简单 计 ， 上 先 
设 双方 具有 同样 的 射击 精度 ,这 里 假设 双方 具有 相同 的 战斗 价值 ， 
因此 评分 相同 , 即 一 方 生存 时 生存 者 评分 得 十 1, 其 他 情形 评分 为 
0. 这 样 相 对 来 说 易于 求 出 优 策略 。 假 设 在 时 间 上 时 时、 乙 分 别 有 
m KO 和 nm CO 发 弹 , 并 设 他 们 的 相同 射击 精度 《函数 D POD, 
可 证 当 PG) —1/60) 0r n GO BE "P A H AE 49] —77 85 DURS E 
在 此 时 射出 一 发 弹 ( 证 明 略 )。 然 而 一 般 说 来 当 格 斗 双 方 手中 各 查 
AJL RABAT RAE PCO 1/02 GO 2G) ,否则 他 们 不 会 射击 。 当 
他 的 对 手 不 能 射击 时 他 们 手中 握 有 时 时 刻 刻 可 以 射击 的 权力 。 这 
时 的 对 策 值 v= Gn (0) —n(0))/ Cm(0) 十 n(0))。 例 加 甲 有 2 发 弹 ， 
ZA 3 发 弹 , 此 时 当 射 击 精度 PG)=1/5 时 便 可 开始 射击 a HR 
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开始 射击 I P= 1/4 时 双方 部 会 射击 ,对 策 值 (对 于 甲 ) 是 
-一 175。 
4., 在 有 声 格 斗 时 双方 各 有 一 发 弹 , 但 精度 可 变 时 的 情形 ,一般 
设 精度 为 时 间 的 增 函 数 , 因 为 我 们 通常 是 假设 天 斗 双方 是 互相 接 
WEJ., MEERE., RREZ 上 0 时 甲乙 的 射击 精度 分 别 
为 PP 它们 是 z 的 连续 函数 ,但 不 假设 为 单调 ,同时 不 妨 
设 当 >t 时 P G= Pa =C, Ri PE n 时 芭 射 击 但 未 击 中 、 
ZE a DEPRE P;GOXCR ASRBI te BETTS OT kL 
之 亦 然 。 此 时 策略 对 (2)《 这 里 局 中 人 的 策略 是 用 时 刻 来 描述 
HI Tmin ist smm CE) =maxP; (1) .i—],.2 则 甲 的 支付 设 
为 : | 
FU) = PO)-[1-—POXmO,. En hs 
MG, st) = fe =— PT) + Ü 一 PAT] (1) ,车 tz 
MT) = PT) — PAE), 若 = tos 
| (4. 4. 7) 
再 定义 
l FO) = maxj (r), Go) = ming (r) 24.4.8) 
则 可 证 如 下 的 结论 ; 
(1) 若 曲线 FO) 5; GG) EKRE T 处 相交 ,， 则 对 策 值 "一 
PC 一 GCT 此 时 存在 二 Ta RST 使 得 FD gv. 
B maxGaz) 一 To 对 于 用 、 乙 的 近似 优 策 略 可 由 随机 地 选取 靠近 
国 , 及 与 的 时 刻 而 求 得 (这 时 不 考虑 珊 数 A CIO RR EE REC 
(2) 若 FOGO), l| v=med { (0) .g CO) ,A C02) ,这 里 med 
{.，. RRR. aso SAO. Be 0 为 随机 选取 之 小 数 , 解 
(t,t2) 为 (0,e) ,Ce,0) 或 (0,0) 分 别 视 £60), COO & ACO) PT BH 
中 间 值 而 定 。 


Minit T, aA ROS C 一 二 ,PC 一 | 于 一 中 ,PC 一 
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i M | tj ,此 为 情形 (1) LIS v0.70, o ERE pe 


St PART MSO RM Zi Lc Sy p EE 
fe EH SERERE UE PPT E JEET E D BAE RI REE v= 


E 24. ; 


6 2 

5. 无 声 格斗 ,每 一 方 有 一 发 弹 , 有 相同 的 精度 ,在 此 情况 中 ,一 
般 设 在 格斗 开始 时 每 一 方程 夯 多 少 弹丸 ,但 却 不 了 解 对 方 在 战 半 
过 程 中 发 射 过 几 发 . 现 假设 双方 在 战斗 一 开始 各 握 有 一 发 弹 , 格 斗 
者 已 无 机 会 退却 ,并 正 互相 接近 。 假 设 两 战斗 方 有 相同 射击 精度 ， 
也 妈 双 方 在 同一 时 间 相 志 射击 ,双方 有 相同 的 被 杀伤 的 概率 ,由 于 
设 精度 可 随时 间 增 长 ,因而 每 一 格斗 者 希望 尽 可 能 推迟 他 们 射击 
的 时 间 ,然而 推迟 射击 ,他 被 其 对 手 射击 的 可 能 性 也 在 增长 HF 
格斗 是 无 声 的 ,所 以 他 并 不 知道 其 对 手 是 否 已 经 射击 过 。 现 设 战斗 
双方 之 价值 相同 ,并 以 甲 为 标准 ,给 出 如 下 评价 : 


此 外 设 甲 于 精度 为 x BRETT iit. CBE y 时 进行 射击 ,这 


z+ GO zyl D =— y+ 0 +yz, Bry 
M(x,y) 2 一 2 十 Tt 一 2 一 1) 一 0， * 若 工 一 》 
y( 一 让 十 各 一 z= 一 yy 十 (一 y)x， Farry 
(4.4. 9) 
可 求 得 
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max minM (x.y) = —2.42 — 3, min maxM(x,y): 一 3 一 2 w 2. 


由 此 可 见 对 策 没有 鞍点 。 若 甲 采用 混合 策略 F ,而 乙 采 用 纯 策略 
>y，* 则 甲 之 期 望 为 : 


ECF y= | Mz ,ydF (Cx) 
= [2 "Mc, dF) + NL CS 
=| y+ + WF) , 
+f ,y+ a - gio 
= y[FG0 — Fly —0])— y 


y—0 | 
+ t»[ adF (zr) 4- -yf zdF(z) 


车 设 混合 策略 六 为 在 (a,1) 上 的 一 个 密度 函数 , 即 
Ta 


dF) = | 
P(x), exruxl 


于 是 
一 ?十 《L 十 OTE 


Eye ta —»['2P(arde, Éyma 


[= 3? 十 《1 一 D| zPCz)dz， Hye 


(4. 4. 10) 
由 于 对 策 为 对 称 , 故 对 策 值 为 0, 这 就 推出 车 有 一 密度 函数 了 作为 
它 的 解 , 则 对 一 切 使 PCy) 关 0 的 y,E(F,y)==v=0, 所 以 车 对 策 有 
一 个 密度 函数 作为 它 的 解 , 则 必 有 


a 1 
一 y 十 (1 十 y) l'aPcods 十 《1 一 »| rP(zx)dr = 0 


(4.4.11) 


其 中 acyl, LERMOAMK. A: 
3PCy) +5P' (y) = 0 


ELL LST RLB TR PCy) = SHR ERA. 4. 11) 中 便 得 : 
-3+0 +y» +a- »c[ $ Er ci) 
att 
~ytCA ty) G2) +a ~ yy 1) =0 
其 中 Sy <1. 由 于 上 式 成 立 与 y 无 关 , 由 此 解 出 a—lCc-1 
现 证 甲乙 的 最 佳 射击 策略 是 当 Lat Rt A TL < 
z<1l 时 密度 PGO- Le 且 射 击 精度 为 + 时 可 进行 射击 。 假 设 四 
采用 此 策略 ,于 是 对 十 <<y<1, 有 
ECE“ ,y) =— y + ataf oF 十 se S» d 0 
而 对 于 ys 二 ,有 
ECF ,y) 一 一 十 
所 以 对 于 甲 . 乙 其 优 策略 为 下 述 之 混合 策略 : 
0， mo«cz«l 
F'G») | 


ligt 
$972» 


exp a-- Poo i 
= pty? Sy 


| (4.4.12) 
El«xzr«l 

6. 有 声 一 一 无 声 格斗 ,双方 各 有 一 发 弹 。 这 是 一 种 混合 的 情 
况 , 即 其 中 有 一 方 能 了 解 其 对 手 是 否 射击 的 信息 ,这 就 构成 一 种 有 
别 于 以 上 所 述 的 情况 。 为 确定 计 , 设 甲 方 是 无 声 的 ,而 乙方 是 有 声 
的 。 并 设 双 方 的 射击 精度 相同 ,再 设 > A y 分别 为 甲乙 在 射击 时 


135 


一 一 -一 一 


的 精度 , 仿 过 去 模型 , 甲 方 的 支付 为 
一 y 十 zy， PLY 
M(x,y) =41— 2y, #r>y (4.4.13) 
0, Ga=y 
可 以 验证 对 策 的 值 为 v=5 一 2 v 6 =0. 101, 并 可 验证 甲 有 一 
个 “无 声 ? 弹 ,他 有 唯一 的 优 策略 , 即 如 王 之 密 产 函数 ， 


上 a Oosrza 
f(x) = 2a = (4. 4. 14) 
rtm li rel oc 
Z 也 有 唯一 的 优 策略 ， ge 
GG = 54 zl od + 54 LO) (4.4.15) 


其 中 f(y) 5 7(z) 为 相同 之 密度 函数 ,其 证 明 与 讨论 均 略 。 

?7 ,无 声 格斗 :一 对 二 ,相同 精度 。 这 是 指 有 一 方 只 有 一 发 弹 而 
另 一 方 有 两 发 弹 的 情形 . 仍 设 精度 随 着 时 间 增 加 而 单 油 增 加 ,从 安 
全 角度 看 ,拥有 两 发 弹 的 一 方 ,将 会 把 两 发 弹 分 开发 射 ,并 且 尽 晤 
将 其 第 二 发 弹 保留 到 最 后 ,而 只 握 有 一 发 弹 者 却 要 依 两 种 不 同 的 
密度 分 布 规律 来 考虑 其 对 手 的 攻击 。 

设 甲 方 握 有 一 发 弹 , 他 选择 的 射击 时 刻 为 x,0 拟 + 入 1, 乙 握 有 
两 发 弹 ,选择 的 射击 时 刻 分 别 为 y 与 ,其 中 oscysiex 3E 
度 用 时 间 来 描述 , 甲 的 支付 为 ; a 

r-—(1—sxy-—(0-—2z)yXu-—»yxr 


XP: ysi 
— y+ O yr — O yl zx, 
M yy = : 
P E AZ yc-r:xmi 
一 y 一 (1 一 yz 十 《1 一 IC 一 2)7Z， 
XPyszrcz 
(4. 4. 16) 
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这 个 问题 的 解 讨 论 起 来 简 幅 甚 长 。 此 处 略 ,但 给 出 大 概 的 描 
述 。 此 对 策 有 值 , 甲 方 ( 握 有 一 发 弹 者 ) 处 于 不 利 地 位 ,对 于 他 来 说 
格斗 的 值 为 


E x T E qo 
v—2 347 0. 30650, 3£ a=, 1+4/ 7 wl. 25593, PH 


唯一 的 最 优 混合 策略 ,其 比例 分 配 为 : 
0, HOS2zga 
k 
fG) = 42°" 


FEE IE TE 


Yraxrzb 


EF: 
~ ugtl-e B 、 a MEE 
k= Oy ™ 013805, l= 35g 5^ 0. 25766. 
1 lv 
a= —~— ~ 0, 28475, b = -一 一 一 一 ~ 0. 485410 
1 + 2a 1+2 71/3 


”车 甲 采 骨 上 述 策 路 , 乙 可 以 在 a 与 5 之 间 的 一 个 时 刻 射击 第 一 发 


弹 ,并 在 4。 之 后 射击 他 的 第 二 发 弹 , 这 样 他 就 可 保证 对 策 值 维持 在 
所 给 的 v 值 处 。 乙 发 射 第 一 发 弹 的 概率 其 分 配 比例 为 : 


Q, GOS yea 
gly) = 4m/y", diaz yxb 
0, YPbzxDysl 


FER m= 3/(4+ 6a) 0. 26006, M 88 — 22 38 B8] Pp d nt a e cus 
度 函 数 为 : 


0， Boke hb 
A(z) = 4n/23, BGbazkl 
lr, ' Gel 


Ep r=2— /3 0. 26795. n= 3r/2=0. 40192, %F y 5 z 的 随 
机 选取 是 互相 独立 的 (图 4. 4.3). 
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ff 4.4.3 


8. 无 声 格斗 ,具有 正 的 初始 精度 。 这 种 情况 是 指 在 无 声 条 件 下 
每 个 战斗 者 握 有 一 发 弹 , 双 方 射击 精度 相同 并 且 随 着 时 间 的 延迟 
而 单调 增加 ,但 是 它们 有 一 个 初始 精度 a. 换言之 ,格斗 双方 在 身 
击 精 度 尚未 达到 值 a 之 前 是 不 会 射击 的 。 加 上 此 约束 条 件 后 需要 
对 无 声 格斗 的 解 进行 修改 ,不 过 限于 篇 幅 , 我 们 只 作 描述 而 不 予以 
证 明 。 

f(x) = 174z3 为 概率 密度 函数 ,可 以 验证 它 也 是 在 没有 约 
束 时 无 声 格 斗 的 解 。 格 斗 双方 的 行为 依赖 于 a 的 大 小 ,具体 说 : 

OO 0<a 么 十 , 当 寺 二 zs1 时 可 按 概率 密度 (zx) 进行 身 


击 ,而 当 xz< 计 时 决 不 射击 ， 
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(DEL asc RL OAM CHI EERE AGO aE 
其 中 心 位 于 a 处 。 此 时 当 z> 时 按 f(x) 进行 射击 ,而 在 其 他 区 域 
将 射击 的 概率 集中 于 a 处 。 
(338, <a <1, JU BRE a 时 射击 。 
AT AAA AR = 全 ,这 是 (2) 的 情形 。 HTE b, 
我 们 需要 解 方程 
IE 


NS 
这 里 fo) =a dU RE o7 > SUL PHL tee <r 
«1 Ry REE E aen rds ag coy È, des 


Für «as Elle iT < 一 和 处 射击 ,这 要 用 去 概率 的 
27 
32 

我 们 在 以 上 三 种 情况 的 平均 射击 精度 为 max Ca) ,这 相当 
于 把 它们 看 作 是 有 声 时 ,双方 具有 相同 的 射击 精度 函数 的 格斗 ,并 
且 他 们 总 是 当 精 度 超 过 a 时 才 会 射击 。 

9. 无 声 格斗 ,每 一 方 具有 m 发 弹 , 并 假设 双方 有 相同 的 精度 
RC LAA. 此 时 当 双 方 共 射击 第 = 十 1- 发 弹 时 ,在 区 


ag py StS 区 二 [中 是 依 负 三 次 方 的 规律 二 kx-? 的 概率 密度 进 

HA SERENA, 此 外 可 注意 到 在 有 声 情 况 下 在 相同 区 间 中 
发 射 第 十 4 一 1 发 弹 的 时 刻 应 在 区 间 的 调和 平均 处 , 即 了 

10. 无 声 格斗 ,严格 单调 的 精度 。 ———À 
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Pe YT fg HE ER EC BY PRU fL De Te HERR Ee M Ab RLA TR E] 
A ELE UE. eA R AA. IPOD 
及 OP.GOM Hl ADS ZH AT AT PRR, Fi PCO) = P00 =0. H 
PLO =P D= MEL: 
b', 5 
Bix apa, 为 出 如 下 方程 所 确定 的 数 ; 
fi ] 


L= BE) 2 [t T 20) = 
i — a E f@dt = 1, A END GRE gd = 1 


并 设 a= max (a, ai) IC] BYE RT 83 0098 e BS as PE 
函数 为 pi GO EY GSC UR EER PY EUR HE: 


"Que Ada 
FOKIS; 


t ri 
FG) [Faas Jd, Ragil; 


t=]. 
l, à . 
乙 的 精度 函数 为 f(t) ,他 的 优 策略 由 如 下 的 累积 分 布 函数 为 : 
i #o<t<a 
Ga) = 4) e@de/| sco. — aci 
1 i t=]. 
换言之 GE aca PE t= 1 处 有 一 个 跳跃 。 对 策 值 为 ; 
3P.(a) 3a me 
Jl FP)’ UH 
|» )—1+ 8P.Ca) 
1 + Pa) ^" F a = a 
以 上 诸 结 果 均 不 给 予 证 明 。 


例如 甲 的 精度 函数 为 PiCz) 一 rz， 而 乙 的 精度 画 数 不 妨 设 为 
Pi (lz) 二 P(r), 设 a,B8 分别 为 甲乙 的 射击 精度 为 1 的 时 刻 的 概 
AR, 下 面 列 出 不 同形 式 下 的 结果 : | 
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D. 414 


0. 481 . 24 0. 0729 


D. 415 A 0. 1741 


11. AEK- ,连续 射击 。 这 里 假设 格斗 者 可 以 在 0 与 1 之 间 
改变 自己 的 射击 率 ,这 种 改变 是 连续 的 ,所 以 这 种 连续 射击 的 无 声 
格斗 的 每 一 个 混合 策略 都 被 一 个 纯 策 略 所 优 超 。 

设 ROAR HA (为 精度 密度 函数 , 即 在 时 刻 上 时 在 单 
位 时 间 进 行 射击 时 毁伤 的 概率 ,于 是 对 于 在 区 间 (0, 世 上 生存 的 慑 
率 为 : 

PCR.t) = exp(— [Aconeodo. 


其 中 iEn Ent nee 为 弹药 总 量 。 
如 果 S 为 所 有 策略 的 集 ,那么 一 个 混合 策略 便 是 一 个 分 布 函 
E ,其 中 | ae) = 1, 如 果 格 斗 者 在 时 刻 上 未 被 杀害 ,其 对 手 生 
存 的 概率 是 : | 
FS) = fexp{— | AG@ORrdujdPR) 


对 应 于 任何 混合 策略 ,存在 一 个 纯 策略 Re = | RAP CR) ER 
致 的 好 于 三, 并且 与 对 手 的 行动 无 关 。 
12. 目标 预测 。 在 交战 中 需要 对 一 运动 目标 的 位 置 进行 监测 ， 
但 交战 中 常会 遇 到 各 种 干涉 ,因此 在 有 干涉 时 更 好 的 瞳 准 目标 是 
一 类 典型 的 问题 。 目 标 可 能 是 一 艇 船 一 架 飞机 或 行动 中 的 步兵 ， 
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34 fh 155 ay RT REE EXE UL SR a Ee 
情况 下 在 对 目标 的 侦察 与 弹 妃 到达 凡 宗之 间 有 一个 时 间 延 运 。 不 
妨 设 在 大 海中 有 一 稻 战 舰 探测 到 有 一 架 敌 方 到 炸 机 出 现 ,但 对 战 
舰 来 说 ,轰炸 机 飞 得 甚 高 ,以 致 难以 对 飞机 进行 攻击 ,然而 战舰 可 
采取 战术 行动 以 便 扰乱 对 方 对 自己 位 置 的 预测 , 战 航 关 心 的 是 它 
自己 如 何 能 不 被 击 中 。 假 设 飞 机 只 携带 一 枚 炸弹 ,并 假设 育 炸 机 的 
瞒 准 是 很 难 的 ,但 在 它 准备 投弹 与 爆炸 之 间 有 一 时 间 延 迟 , 因 而 雍 
炸 机 应 瞄准 船 的 未 来 位 置 。 
为 要 得 到 关于 此 类 问题 的 解决 思路 ,应 将 问题 加 以 简化 。 若 将 

海 看 作 是 “一 维 的 ”上 且 是 “离散 的 ”, 并 设 战舰 位 于 很 长 的 一 行 的 点 
列 上 ,战舰 在 每 个 单位 时 刻 由 它 所 在 位 置 向 左 或 向 右 移动 一 个 单 
位 。 另 外 假设 时 间 延 迟 是 两 个 单位 ,或 说 战舰 在 这 段 时 间 内 已 作 过 
.两 次 移动 ,对 于 秦 炸 机 ,其 支付 为 : 若 击 中 战舰 ,评分 为 1, 否 则 为 
2r. 战舰 的 策略 与 它 先 前 的 行动 有 关 。 由 于 战舰 的 最 近 两 个 动作 
之 前 的 行动 已 为 对 手 观测 到 , 故 可 合理 的 假设 战舰 与 它 被 观察 到 
的 位 置 相 比 不 会 走 得 太 远 。 此 时 假设 战舰 也 发 现 了 敌 机 , 它 可 作 的 
选择 是 在 前 一 步 的 基础 上 采取 的 , 它 可 用 概率 x 向 原 运 动 方 向 之 
反方 向 运动 ,也 可 以 1 一 z 的 慨 率 向 原 方 向 移动 ,每 次 都 是 移动 一 
个 单位 ,第 二 次 移动 结束 时 战舰 可 能 位 于 三 个 可 能 的 位 置 之 一 ,而 
相应 于 此 三 位 置 的 概率 分 别 是 :1 一 x)?,rx(1 一 zx) 十 (1 一 Xz)z,x’， 
三 炸 机 可 以 旧 准 三 个 位 置 之 一 , 因 假 设 瞄 准 系统 其 佳 , 故 可 假设 瞄 
准 便 能 击 中 。 此 时 豪 炸 机 的 期 望 支付 是 ， 

G1 一 zx)*， ”车 障 准 战舰 目前 位 置 沿 前 进 方向 两 单位 位 处 ; 
M= feza 一 xz)， 车 瞄准 战舰 的 目前 位 置 ; 

zuo “” ”车 瞄准 战略 目前 位 置 后 退 方向 两 单位 处 。 
如 果 只 限于 以 上 策略 的 话 ,战舰 的 优 策略 便 是 选取 = BGK A 
率 中 之 最 大 者 为 最 小 , 即 取 zx" 使 
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M(x')-2 min max((1 — x)!,2r(1 — x2,x?) 
一 minf1, 广 小 一 去 ， Gat 


显然 这 是 战舰 的 唯一 优 策 略 EL Ae DU LED > "一 


$5 可 离 对 策 


我 们 曾 讨 论 过 有 限 对 策 的 一 般 解 法 ,这 类 解法 均 可 在 有 限 步 
内 完成 。 但 对 于 无 限 对 策 而 言 却 无 一 般 解 法 。 对 于 任 给 的 一 个 无 
限 对 策 , 世 未 必 能 在 有 限 步 内 解 出 ,但 是 对 于 一 些 特殊 形式 的 对 
策 , 却 可 用 一 些 特殊 的 方法 将 它 解 出 。 下 面 要 介绍 的 一 类 对 策 ,其 
支付 函数 是 甲乙 两 局 中 人 的 策略 的 “可 分 离 ” 函 数 ,它们 有 一 种 解 
法 。 
设 甲 在 [0,1] 中 选取 策 格 +, 乙 在 [0,1j 中 选取 策略 y. 所 谓 支 
付 为 可 分 离 (Separable ,简称 可 离 ), 它 是 指 支付 函数 Moy RM 
下 形式 : 
Mlz, y) = 91» ar Gs) - 4.5.1) 


其 中 x(x) ,sj(y) 均 为 疾 续 函数 ,i 二 1,2,…,m.j 二 1,2,… HER 
此 无 限 对 策 为 可 离 对 策 , (Separable game). 

现在 考虑 混合 策略 ， 甲 的 混合 策略 可 用 累积 分 布 函 数 P(z) 表 ; 
示 , 乙 的 混合 策略 为 累积 分 布 函数 G(y) ,于 是 (对 于 甲 ) 期 望 支付 
便 是 


BF,G) = Jf Mes tecto 


= 22 rí(r)dF ii 5; OdG) 


j=l 一 


Ir. E | FdE Cz) si = 1,250 gmt, 


(4. 5. 2) 
i= [5004665.j -], roars 53,21, 
WX 8 —T ^r fH ES ERE Cx), b EXE RZ 一 个 向 后 rire S 
8 T 21i EELEE Gy) Eae sm Coy * 3542 a ICH] ER o; 8t 
rA FOR mt5BOGnoments), AFE, PR s AGOI 2 PME. 在 
这 种 时 候 , 混 合 策略 的 支付 可 表示 成 如 下 的 双 线 性 ( 改 记 作 ): 
E(r,s) = 2422095; (4. 5. 3 
这 时 原来 的 无 限 对 策 De LK, Y MI EICIEDCRSS.EDSX 
里 RR 是 所 有 上 述 r 向 量 的 集 、S HHA LR s EE SLE AG. 
5. 3) 所 示 之 支付 。 此 时 自然 会 问 分 布 函 数 六 Cz) 的 集 与 集 尺 之 间 
有 无 等 价 关系 。 现 在 当 z 在 [0,1] 上 变动 时 由 二 n(x) ,i 二 1,2， 
m RRE m SES AY RAC 的 轨迹 张 成 一 个 咱 集 DIR 
ERTER DREH E r= ro ,rm) 的 全 体 构 成 的 集 R EE 
LE PHO I R 中 的 点 ,但 却 不 在 中 ,再 设 F GONE 
+ ?之 分 布 函 数 ,也 即 
[ina G2 „i = ],2, m 
此 时 必 存 在 超 平面 将 55 D PRP EREE 07 0, 0L — 91 
YE [0.11.48 | 
Ser! = $e (x) 2d (4. 5. 4) 
成 立 。 在 上 式 两 端 关于 dE? (z) 积 分 , 便 得 : 
Ser fdr (2) 一 Pal rA Ge) 


> af 'dF* <x) 
0 
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| 或 入 cr? 一 入 ser? 之 8, 这 就 导出 0>0 的 矛盾 ,由 此 证 明了 RPH 
一 切 点 均 属 于 D. 

反之 ,我 们 将 证 DD 中 的 每 一 点 均 属于 R. 设 x 为 DD 中 某 个 

A Bp D 的 分 量 可 表 作 如 下 形式 : 
r? = Sarita) si = 1,2,—.m (4.5.5) 
其 中 a>0, A 211, Gi km 1,2, m Hy x BY m MED RAE 
出 如 下 之 分 布 肖 数 
FG) = Dal, (2) (4. 5.6) 
可 产生 点 闪 , 世 即 厂 中 每 一 点 也 均 属 于 R. 

类 和 似 可 证 车 允许 C(3) 在 所 有 乙 的 分 布 函 数 集中 变动 , 便 可 得 
到 点 s= (ss 构成 的 集 3$， 此 集 等 价 于 由 n I EB C :9 一 
j=l 2n OKY S1 的 轨迹 所 张 成 的 集 DL 

这 样 便 推出 : 

定理 4.5.1 由 《4. 5. DR HL RAB r= (ri,…， 
ru) 的 全 体 的 集 R 等 价 于 由 参数 表示 的 曲线 Cin riim 
| Fr a UA oh 8 D, 

对 于 550. j—1. 7 n0 ys EG G9 zie. 


回 到 (4. 5. 32, ATE He i E E MG y) 24 2 1r Gs, 
Cy) 的 可 离 对 策 已 转化 为 一 个 新 对 策 , 这 时 甲 在 m 一 维 欧 氏 空间 
Ai R 中 选取 策略 , 乙 在 一 维 欧 氏 空间 的 性 集 5 中 选取 策 
略 ,而 支付 也 改变 成 (r,s) 二 之 /之 jewrisis 只 不 过 集 RS 分 别 是 


曲线 C 及 忆 所 张 成 的 凸 集 。 这 样 便 化 归 我 们 较 熟 悉 的 形式 ,自然 
会 想到 甲乙 的 优 策略 n1 应 该 满足 : 
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mink G^ $$) = maxE(r, s oy =v (4.5. 7) 


其 中 v 是 对 策 值 。 南 于 在 凸 集 上 定义 的 双 线 型 的 最 小 最 大 定理 ， 可 
知 对 策 中 局 中 人 双方 都 存在 优 策略 。 相 应 的 ,对 原 对 策 (. 受 ", 儿 ， 
MD) 也 对 应 着 优 策 略 天" GO.G^ Cy), ETE n OR sj(y) 的 连 
续 性 给 予 保证 。 

前 面 已 看 到 每 个 分 布 函 数 六 (zx) 有 R 中 的 一 点 + 与 之 对 应 ( 见 
4.5.21) ,反之 本 然 。 对 于 曲线 CC 上 的 每 一 点 ， 有 如 下 的 坐标 ;r= 
rCf),:—1,2, m.Osctsc1. 由 于 每 一 个 一 步 阶 路 (one 一 step) 的 
FREER FG — Lr) (OSD AFR 中 的 一 点 +, 使 得 ， 


nm [adL = nao. - 1.2. Wc. 58) 


这 说 明 C E) GO MAT Ko RESTE. AAR 中 每 一 
点 可 用 C 上 至 多 mx 个 点 的 凸 组 合 表 示 , 这 就 推出 RR 中 每 个 点 对 应 
BREA m TR CRUCEROS m 步 阶 路 ) 函 数 。 这 启示 我 们 可 离 对 策 . 
中 混合 策略 所 具 的 形式 。 

由 于 每 个 可 离 的 支付 函数 M 可 表示 作 


May) = 395^ iris; Cy) 


jml] i=] 


= D naso) (4. 5. 9) 
j-1 


其 中 ,假设 nm. UR r GO Dayne) j= 1n FERN 
TEXPAUEEREESTH SE RS 上 的 双 线 性 对 策 , 这 里 R ,S 分 别 是 由 
HER rj =r; less ly) j=l, n, OR eS OX y<1 所 构成 的 
OA BPR ,5S 均 为 mn 一 维 , 故 而 R 及 5 可 以 由 最 多 有 + 一步 阶 
BK ES x Pt ig ox SEE HH RET ALBI PC OR TR ARREA 
min Cn on) SE BT EK. 

若 进一步 将 支付 函数 推广 为 如 下 形式 
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M(x,y) = S Dartas) (4.5. 10) 


jeu -1 


并 设 它 关于 ys SOR EL 
si Cy) = Dass) oF = P 4o. (4.5.11) 


易 见 % ÉE TR E E PR CRT RES te: 
M(r,y)-— Dras, Cy) (4. 5. 12) 


由 此 可 见 每 个 局 中 人 所 具有 泥 合 ( 优 ) 策 上 路 最 多 为 m — RR. 

以 下 具体 讨论 可 离 对 策 的 解法 。 在 对 策 的 支付 表示 成 (4. 5. 
3) 的 情况 下 ,可 离 对 策 的 解 也 即 两 局 中 人 的 优 策略 对 为 (rs )， 
其 中 xr* ER,s* CS, CURE: 


nun ar 
min > (uri s = max > auris 
es to |r€ R SS 
igri 
= S ay" 3° = (4.5. 13) 
i=l 


C C4. 5. 7)) , RERE EMAER rs" HA LG NSE: 
EGr,s)-— MOSCA = »2937»7 
j=l i=} =i j=l 


ER 
"no = Burn. j 1,2, 0 
(4.5. 14) 
IU TES T i = 1,2, m 
j=l 
WEG NRG: 
E(r,s) = $7 (ros, = Ss Gr, (4. 5. 18) 


这 就 为 我 们 提供 一 种 求解 的 设想 : f Giana nt WBE x 
张 超 平面 ,它们 把 空间 R 分 割 为 有 限 个 部 分 ,分 别 记 作 Ri,…,R,， 
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Re TEER BE r ARA C 8.15) Rin 21 f Gs R 
出 这 些 5 点 "并 把 它们 的 集 记 作 Sr") , 它 实际 上 是 位 于 S 的 边界 
" 土 的 一 nR. 类 似 地 , 诸 平 面 g;(s5) —0,/—1,2--,m 把 空间 S 分 
v BUE IB ERAISS. s Sos. RS 中 的 每 一 点 *, 计 算 
max Zug Gr, oR HEU r 点 ,把 它们 的 集 记 作 ROS) ,现在 剩 下 
的 是 比较 S Q5; RG), 5E FR IR OMIA SO or”, BBA R Ua 
2^ 便 是 甲 的 优 策略 。 同 样 可 分 析 乙 的 优 策 略 。 至 于 计算 过 程 可 分 
别 就 诸 域 Ri,R:,… Ri 来 进行 ,并 利用 上 面 的 方法 把 RR 映射 到 5S; 
司 时 再 将 诸 S; 域 映射 到 R, 这 实际 上 是 一 种 寻求 不 动 点 的 过 程 ， 
所 以 这 种 方法 也 出 做 不 动 点 方法 (Fixed point method), 

例 1 这 论 可 离 对 策 , 其 支付 为 : 


Mex.y) = y (cos at + sin oe — 1) 


} (cos 2t 3sin 25 十 L Gsin $ — 3cos Jo 


ASHE SN TB, p CHEER ER, a Nia 设 甲 的 
12 RA OF Ca) ,这 相当 于 在 集 R 中 选取 一 个 点 > 一 (rr ) ,其 
中 集 尺 是 由 曲线 :一 sin ae r= 0s FINS 所 张 成 的 山 
集 。 类 似 地, 乙 的 一 个 混合 策略 GCy) 相 当 于 在 集 S 中 选取 点 s= 
Gi s ERPS A fr Hi Ass, = ys y SOslyxl 所 张 成 的 凸 集 。 
作 了 这 样 变换 之 后 ,支付 变 成 如 下 双 线 性 形式 : 

Es) = Sse — 88 + slr n — D ter, -n) 


= p(s: — 4s, 十 3) 十 re《so + is —-——13 ay 


现在 把 域 RES 的 图 形 画 在 图 4.5. 1 rh. XE HR 是 由 圆 弧 
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ABC 及 直线 ADC 所 围 成 ,直线 BD HD A= mr — an = 048 R RI 


4r R= IX SELDAB.TERU 4720, HS BD, 在 其 上 420.4 E 
区 域 BCD, ERF «0o. MA S AHMAR OMN 及 直线 


OQN 所 围 成 ,而 直线 VW tb EN mis — 45, +3=0, 以 及 直线 


QT., BN m:=S:+45,—1=0, 8 AXE BR LM ,也 即 m, m; 
«o. T (CHE S 划分 成 五 个 区 域 , 即 : 
.OQLW RP m 220,20 {AA IR m =m =; 

QVL, 其 中 miz0,mzz0, [HA FE m,-—m;-—0; 

LVN'T ,其 中 om x0 mize0, (BAR fus m =m, =0; 

WLT, FOR mt, S020, (AA Aia m; 

LM, 其 中 m,=m,<0. | 

现在 对 于 ABD MIS Kr EO ,8S) 的 极 小 假设 在 5 二 s: 二 0 
处 取得 ,然而 对 于 点 5*= 50,0) 二 0,E(r1,0) 的 极 大 可 假设 在 r= 
(1,0) 椒 取得 ,但 它 却 对 应 于 了 R 空间 中 的 CC 点 ,而 此 点 在 ABD 之 
外 ,这 样 ,在 ABD 中 不 会 有 哪 一 点 成 为 甲 的 优 策略 。 再 考虑 S 空 
间 中 的 LVNT', 对 此 区 域 中 的 点 s", 可 假设 ECr,s") 在 7 二 1 处 取 
RA WHER 空间 中 的 点 4 处 ,此 点 位 于 域 4BD 中 ,但 域 4BD 
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ee 


映射 为 S 空间 中 域 OQLW PAA s=0, WS RR LVNT ,所 以 
LVNT 中 没有 哪 一 点 能 作为 乙 的 优 策略 。 PE SR LOS LAT 
方法 ,可 推 知 :在 R 空间 ,4B8D 中 的 每 一 点 映射 为 5 空间 中 的 点 
:O,BCD 中 每 一 点 映射 为 S 中 弧 OWMN 中 的 某 点 ;点 D 映射 为 5 
空间 中 的 每 一 点 。 而 在 S 空间 中 ,OQLW 中 每 一 点 映射 为 尺 空 间 
中 的 C 点 ;QVL 中 每 一 点 映射 为 RR 中 的 ABC 中 的 某 个 点 ; 
LVNT 中 每 一 点 映射 为 尺 中 的 点 A WLT 中 每 一 点 映射 为 及 中 
的 点 A EX C;LM 中 每 一 点 映射 为 R 中 ADC 上 的 一 点 ,于 是 求 对 
策 的 解 ,也 即 寻 找 不 动 点 ,实际 上 是 把 两 类 映射 组 合 起 来 。 为 书写 
简单 计 , 用 “一 "表示 “映射 到 … 中 ”于 是 可 将 上 述 诸 映射 组 合 嫂 
F: 


OQLW 中 每 一 点 一 C 一 Mi 

OYL 中 每 一 点 一 4BC rh X O0. sk OWMN ; 

LVNT 中 每 一 点 一 A 一 O; 

WLT 中 每 一 点 一 有 A 或 CO 或 NN; 

LM 中 每 一 点 一 弦 ADCC- AD-EDC--D)PR8E — 0. N.S 

比较 以 上 诸 映 射 , 可 见 有 一 条 映射 能 产生 不 动 点 ,此 即 LM-* 
DLM, 由 此 推出 甲乙 的 优 策略 , 妈 


HR D, 3 EF ri 一 二 ,me 一 了 
e 3: LM ,对 应 于 =F Sy 
而 对 策 值 "一 于 ,甲乙 的 策略 也 可 用 累积 分 布 函 数 表 示 , 即 


v. ca i L 2 
F bd = iota) + j^ 十 23,0040 tx 3 


Gy) = 0— 320) 


AX zi A FU HE — BY Ep BKR ECRIRE MT ZA FB f n ET EK ER E 
解 。 
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下 面 介 绍 另 一 种 可 离 型 对 策 一 -多项式 对 策 (Polynomial 
M(z.y) 一 5, ax y (4. 5. 16) 


i m Djma Q 


1X FE — ERES RA BY SS AE EE SEE”, EER HR 
在 凸 集 上 的 双 线 性 对 策 , 这 种 加 集 通常 称 为 矩 空间 (Moment 
Space) .经 过 转换 的 对 策 可 以 用 不 动 点 方法 及 其 他 方法 求解 .下 面 
通过 例子 加 以 说 明 ,有 关 理论 请 读者 参阅 文献 。 
例 2 设 和 多 项 式 对 策 忆 的 支付 为 : 
M(x,y) = 21a + 18r? — 242° 一 16y 一 36zy 一 9rzy 
+ 18r!'y + 605! 一 36y*. 
EA osirxl.0g yl, ititiez. 
E RFOORGO ASB. CORSE. De Ca 
e 
f= [z'a ce), i = 1,2,3 
| (4. 5. 17) 
g = | yaco), eg 


甲 选取 混合 策略 等 价 于 选取 点 /一 oJI ER AE R Rui 
线 Cir,225,21,2,3,0 cx:1 所 张 成 的 凸 包 。 类 伏地 , 乙 的 混合 
策略 GOERA g= logoe) ECS AE S 是 由 曲线 Dis; 
yj—1.2,3.0& yx:1 HKRM GE. RAOGRRASH 2x miu 
号 ,支付 可 写成 如 下 的 双 线 型 : 
MCf.g) — 21f, + 18f; — 247, — 168 — 36h ig 
— 9f,g, + 1&f.gi + 60g; — 36g; 
DRR YEER, CAA hh C 为 框架 构成 的 。 有 具体 说 它们 
由 (0,0,9) 出 发 向 曲线 C 上 的 点 联 成 直线 ,以 及 由 点 (1,1,1)? 出 发 
向 曲线 C 上 的 点 联 成 诸 直 线 , 这 些 直线 族 便 形成 R 的 边界 。 类 似 
地 可 描述 5 及 其 边界 。 此 时 甲乙 分 别 在 尺 ,S 中 选择 策略 ,为 讨论 
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方便 计 , 把 M 重新 改写 如 下 : 
M(Cf.g)— — 16g, + 60g, — 36g, + 34,(7 — 128) 
+ 9/0 -— g) + 655604 + 3) 

在 凸 集 上 的 线性 型 的 极 大 值 是 在 凸 集 的 边界 上 取得 ,所 以 对 
乙 所 选取 的 任何 点 Cgi,gz*ss), 甲 为 求 出 MCF ,gs) 的 极 大 值 , 醋 在 
C 上 或 在 由 (0,0,0) 到 C 的 诸 直 线 中 ,或 在 由 (1,1,1) 到 CC 的 诸 直 
线 中 选择 。 我 们 将 分 别 就 此 三 种 情况 进行 讨论 。 

为 使 甲 选取 由 《0,0,0) 到 CC 上 某 点 的 某 直 线 , 此 时 必须 有 
M(o.g) -MCP go. 3X B. /? ECER P Gs xD ,同时 也 
必需 满足 


dMCP,.g) _ dzAf( 疡 ,g) 
dz — =a dx? <0. 
而 由 MO) 7 MG p pE ) -o, nf fH. 


da 
327 — 12g.) + 9r (2 — gı) + 62°(— 4+ 38) = 0. 
3(7 — 12g) + 18xr(2 — 2,) + 182*(— 4 + 3g,) = 0. 


解 上 述 方程 ,可 得 co lug o E ,这 些 值 满足 极 大 值 条 件 。 所 以 移 

取 混 合 策略 使 &, 一 立 , 则 甲 可 通过 沿 着 连接 (0,0,0) 到 点 (二 , 荆 ， 

十 ) 的 直线 上 的 点 而 使 MC DENEK. de ELERA, 

WI HAE dE R 中 选取 (0,0,0), 而 当 8< 羡 , 甲 将 在 R 中 选择 点 (z， 

zt) EBORE | 

MC. — sq — 12g) + 18: — gi) + 18* C7 4 + 3g = 0 


或 r= 63g, —4) 
直面 再 来 分 析 空 间 民 , 在 凸 集 上 的 线性 型 的 极 小 应 在 凸 集 的 
WAR EA. PRR PREE CF fo fs) MOS RA 
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值 应 假设 或 在 上 ,或 在 由 (0,0,0) 到 D 上 的 点 的 直线 上 ,或 在 由 
(1,1,1) 到 DD 上 的 点 的 直线 上 (这 些 直 线 都 位 于 空间 S 中 )。 此 时 
把 支付 再 改写 作 如 下 形式 : 
MF ,8g)= 21f, + 18f; — 24f, 
二 gi(~— 16 — 36f, — 9f; + 18/3) + 60g; — 36g; 
可 证 gi 的 系数 满足 不 等 式 : 
— 43 «;— 16 — 36/, — 9f, + 18f. <— 16 
车 支付 函数 MC(f,g) 在 S 中 由 点 (C1,1,1) 到 曲线 DD 上 的 点 的 联 线 
的 点 上 取 极 小 值 ,就 应 满足 三 个 条 件 : 
M(f,1) = M(f ,8') 
其 中 是 在 DD 上 ,或 g' 二 (y,y',y), 还 有 
dM(f.g°) _ 0 
dy 
以 及 
CMM D 20 
由 前 两 个 条 件 可 推出 如 下 商 个 方程 : 
(— 16 — 36/, — 9f; +18f3) 十 60 一 36 
= y(— 16 — 36f, — 9f, + 18f3) + 607? — 36y", 
(— 16 — 36f, — 9f, + 1843) + 120y — 1085? = 0 
解 之 可 得 : 


— 16 ~ 36f, — 9f: + 18/, =— 28 R y = 1 


这 些 值 满 足 取 极 小 的 条 件 。 所 以 对 于 R 中 满足 方程 一 16 一 36f, 一 
9f; 4-18f,- —28 的 一 切 点 ,MM(f ,8) 的 极 小 值 在 连接 (1,1,1) 到 
C1/3,1/9,1/27) 的 直线 的 点 上 取 到 。 册 此 推出 对 RR 中 满足 一 16 一 
36/, —9/,4-18/,« — 28 的 一 切 点 ,M(f ,8) 的 极 小 点 在 5S 的 (1， 
1,]) 点 处 取得 。 并 且 对 R PME —16—36/, 95-185. — 28 
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8 4 MCS go RU T RE S EURO y! y TR 
得 ,而 此 点 满足 ， 
LAEE __ i6 36f, — 9f, + 18f, + 120y — 108y! = 


dy 
10 — ¥100 + 3(— 16 — 36f; — 9f2 + 18/5) 
或 LER 18 UE Tass ~ 4% 
现 把 有 关 结 果 列 于 下 表 : 


R — 23 [8] 


DOR POET: S 中 的 点 
RIE CR RE RAE GE MU BUT S AME AD 


4 2—16—36/,—9fs4 . 
18f/1«.—28 


(1.1.1) 


{>> —28 Sis 10— V100— 3l; 
18 


1 1 1 
Ay oat 
(O-— 80.1.12 
dti oc gc 


5 一 空间 


ee Ss 映射 于 中 的 点 


(0.06.0) 


_ 3(2—g1)— vV305g/ —150g; +68) 


ins 6(3¢,—4) 


1 ) 1 
Ar ZT ad {0.0.09 


比较 表 中 所 列 各 域 ,可 见 不 动 点 只 能 在 五 一 一 28 Bg Sh 
取得 (检验 过 程 留 给 读者 )。 为 此 我 们 来 求 a 及 8, 依 不 动 点 含义 ， 
应 有 
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1 es 2 
SP + U-Pb =z, s 
a a a 
— 16 — 3665) = ore ) 二 18Cg ) = li, =— 28 


ZG c= B= > ARARE: (1/3,1/6,1/12) ER X 
(2/3,5/9,14/27) E55, 这 便 是 对 策 的 解 。 此 解 也 可 表 作 : 

- 1 2 

FG) = G+ fp) 


l 


G' (3D = D 


1400 + 44h00 


ES 
2 
MR v A: 
fi 
JS Í | M(x. y)dF* jde (y) = 6 


a 
& # x d 
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第 五 章 BRU 


$81 问题 和 例子 


在 对 策 理论 中 有 一 类 对 策 模型 , 常 使 局 中 人 在 选取 策略 时 产 
生 困 惑 ,到 底 应 选 何 策略 更 好 ? 这 通常 出 现在 两 难 对 策 中 。 例如 在 
支付 为 如 下 双 和 矩阵， 
(5.5) (0,109) 
| (109,0 (1,1) 
的 对 策 中 ,局 中 人 甲乙 各 有 两 个 策略 ,但 如 何 正确 选择 是 颇 费 心 
思 的 。 当 然 双方 可 以 重复 此 对 策 多 次 之 后 得 到 一 些 教训 ,并 采取 他 
们 认为 正确 的 措施 。 四 
这 类 问题 在 社会 科学 ,经济 活动 .军事 活动 中 都 会 遇 到 。 这 类 
活动 中 局 中 人 双方 事实 上 对 于 其 对 手 准 备 采取 何 种 行动 的 信息 并 
不 了 解 ,虽然 我 们 可 以 通过 反复 实验 来 了 解 可 能 的 变化 ,但 从 理论 
土 讲 却 提出 “重复 对 策 ”(Repeated game) 这 个 课题 .下 面 通过 一 些 
例子 进行 必要 的 说 明 。 | | 
例 1 考虑 两 人 零 和 对 策 , 设 它 是 多 阶段 的 。 在 0 阶段 有 一 个 
“机 会 着 ”使 对 策 在 不 同 的 支付 矩阵 中 选择 。 设 它 以 概率 ( 王 , 字 ) 
1k RE {1,2} 中 选择 ,这 里 上 是 支付 矩阵 A* 类 型 的 标号 。 选 择 的 结 
果 售 知 甲 (追求 最 大 效益 者 ), 而 乙 仅 知道 概率 的 初始 分 布 , 却 不 知 
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选择 的 结果 。 而 在 第 mw 阶段 ,m= 二 1,2,…, 甲 选取 其 第 i, 纯 策 略 ， 
乙 选取 其 第 j. 纯 策略 ,此 时 形成 局 势 (i 0 ,这 种 选择 当然 为 双 
WRB. 再 设 支付 是 依 下 面 方 式 计算 :在 阶段 后 , 甲 由 乙 处 所 得 
的 总 量 为 -- 之 /oj GEH of EK TERR A 的 第 (f, 旋 元 索 。 

若 设 支付 矩阵 AUN. 

1 0 0 0 
wale de a 
0 0 0 1 

并 把 进行 了 阶段 的 对 策 记 作 G,, 相 应 的 值 记 作 v. 

先 考察 Gi. 由 于 甲 了 解 的 选择 , 故 当 k=1 BERR Aa ,而 
当 k=2 时 甲 取 i 2a, 3X HÀ à, 4» 分 别 为 甲 的 第 一 及 第 二 个 纯 策 
咯 , 而 乙 只 了 解 选择 概率 为 广 . 乙 希 望 甲 的 收入 不 超过 去, 并 且 吻 
见 <1. 对 策 在 此 基础 上 进行 。 在 G; 中 ,其 第 一 阶段 也 重复 上 面 
过 程 ,而 乙 分 析 虱 这 一 点 便 可 由 大 的 选择 所 引出 的 甲 的 选择 来 扒 
Be A 的 类 型 ,然后 乙 作出 自己 的 选择 。 此 时 策略 以 及 机 会 的 选择 
便 已 完全 暴露 ,无 保密 可 言 ,此 种 情况 称 为 “完全 暴露 "(complete- 
ly revealing , jai fE CR), 显然, 当 乙 推断 出 的 选择 后 , 当 k=l 
BZAR j 8, M k= 2 ZEN =b 这 里 B 8. 分 别 为 乙 
的 第 一 及 第 二 个 纯 策略 ,此 时 的 支付 at, = 0,08, = 0, ME ES, T 
以 推 知 在 G, 中 当 n> OM x EAD EE, | 

再 考虑 另 一 种 情况 ; 甲 并 不 管 k 的 选取 ,而 作出 自己 的 抉择 ， 
这 样 当然 不 会 泄露 任何 信息 给 乙 , 称 此 情况 为 “未 暴露 ”(Non re- 
aling, 简 记 作 NR) ,此 时 的 支付 是 什么 呢 ? 由 于 所 给 的 选择 的 概 
率 ,可 推 知 在 第 一 阶段 的 对 策应 为 :DD 一 去 4! 十 去 4A, 也 即 
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对 此 对 策 ,v 一 地 . 故 当 >>2 时 如 甲 不 使 用 关于 的 选择 的 信息 
而 采用 NR Æ G, 中 他 的 收益 会 超过 在 G 中 使 用 CR 的 收益 。 可 
以 猜想 limu. 一 机, 故 渐 近 地 看 , 甲 的 所 得 不 会 超过 他 使 用 NR 时 
的 收益 (所 得 )。 
例 2 ”将 上 例 中 的 矩阵 改换 作 : 
0 0 | 


—1 0 
a= | 0 中 = = 
KF k f XE ES HERS CD) LRT AC BUB CR 为 最 
R XB A lim v, — 0. H1 à Hir EG. 中 当然 不 会 超过 o, m T E 
用 NR 时 ,由 于 
=a 0 
D = 


它 的 对 策 值 为 一 地 . 由 此 可 见 在 此 例 中 甲 应 利用 所 获得 的 关于 4 
的 选择 的 信息 。 
例 1 中 甲 不 利用 信息 , 例 2 中 甲 应 该 利用 信息 ,那么 有 无 甲 应 
该 部 分 利用 信息 的 例子 呢 ? 
例 3 xd. 
elit © 2 su? t | 
= ac ~\o 4 2 
MAT k ARRERA SD ott BT LS EA CR, EF 
SoA dium A o RE NR dc 


而 这 个 对 策 之 值 也 是 零 , 所 以 甲 的 支付 为 0, 然 而 甲 却 可 以 得 到 超 
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过 0 的 支付 。 TRL ATES — I ne v. 1. 为 此 只 须 构造 甲 的 一 
个 策略 ,使 之 保证 在 每 个 阶段 , 甲 的 期 望 支付 为 1. 不妨 设想 有 两 
枚 硬币 , 设 其 质 最 分 布 不 其 均匀 ,并 加 编号 , 且 规 定 正 .反面 。 并 设 
它们 出 现 正 ,反面 的 概率 分 别 为 ( 立 , 工 ),( 工 六 ), 现 考虑 甲 的 下 述 
策略 , 先 记 p= Dp Go DB EIER AE (1.2) 8 
AR a EG HE fb A AL WCE .车 出 现 正面 便 总 取 1 
=a, BLILECI B OR i= ar IGI Z, A BY SE HIS 


HRS GE HREH AZIR EE LREN BEI 
算 有 关 硬 币 结果 下 关于 i 
Prob( = 1| ERD =, — Prob(k = 1| 反面 ) = 

所 以 关于 正面 的 条 件 期 望 支付 (向 量 ) 为 : 

= (4,012) + 10.4, 一 2) = GU 
类 似 地 ,关于 反面 的 情形 为 : 

$4.0, — 2) + 20.4.2) = (1,311) 
BRA TE fk— PETAR FPE Cau fepe TPESIERR . RAS By 1. 而 
WE EUERE 


i 
4 


i 1 i 

1 3 lh 
AITE ET XIR v1. H. limv,— 1. 

”在 上 面 这 些 例子 中 已 引入 一 种 渐 近 的 思想 来 计算 对 策 重 复 多 
次 之 后 的 渐 近 值 . 因 此 自然 会 想到 定义 一 个 对 策 G, 一 一 无 限 多 次 
重复 对 策 ,并 定义 G 的 支付 ,可 设想 它 为 


lim 1 ye 


其 中 gn. BMRA m 时 的 支付 。 不 过 这 不 能 保证 上 述 极限 一 定 存 
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在 ,不 妨 看 下 面 的 例子 。 

例 4 设 支付 为 : 

A' = (0,1),A? = (1,0) 

XR b MEOS CL 10 de 1,2. 甲 知道 大 的 选择 ,不 过 他 只 有 一 
个 策略 ,而 乙 仅 知 道 概率 的 分 布 ,此 时 乙 应 如 何 选取 策略 ? 现 用 + 
记 乙 的 如 下 策略 。 在 其 中 的 二 个 阶段 中 乙 采取 j— 6 而 在 其 中 的 
六 个 阶段 中 采取 j 一 局 ,在 接 是 而 来 的 4; 个 阶段 中 取 j= po An 
此 等 等 ,这 里 假设 1, 一 2”, 于 是 支付 的 lim inf 的 期 望 为 0, 而 lim 
sup 的 期 望 是 于. 这 说 明 极限 不 存在 。 

正 由 于 上 面 所 指出 的 情况 为 我 们 带 来 困难 ,所 以 应 另外 引进 
新 的 方法 和 定义 。 | 

现 设 1 和 J 分 别 为 甲 与 乙 在 一 个 阶段 的 对 策 中 的 有 限 个 纯 策 
略 的 集 。 再 设 用 h(n) (相应 的 hx)) 表 示 在 第 (n 一 1) 阶 段 之 后 
描述 甲 ( 相 应 的 乙 ) 的 信息 的 (随机 ) 变 量 ,这 里 ,Cx) OEN h 
6Gz)) 是 在 某 个 集 H (n) (相应 的 hi GO EIER AEH, ,Hi 
和 信息 有 关 , 其 含义 见 后 面 例子 。 甲 在 G- 中 的 一 个 (混合 ) 策 略 可 
用 下 面 的 序列 一 ss) 给 出 ,这 里 s% E HH Cn) BT 
上 的 概率 集中 的 函数 。 类 似 地 ,关于 乙 可 定义 其 (混合 ) 策 略 r= 
(it 此 时 设 


rt) = ECL ge (Su ste) (5,3; D 
m-] d 


称 它 为 重复 对 策 直 到 n BRA PIS ft AE ECHO COO 
的 期 望 ,此 时 引入 以 下 的 定义 : 
定义 5. 1.1 对 于 无 限 重 复 对 策 Go , 若 有 值 使 得 对 任何 
>0, 存 在 甲 的 策略 o 及 乙 的 策略 z, 而 有 
ni sup ¥,€a,t7) S vs te, Yo 


lim inf ¥,(o,7) Su. —e, Vr (5. 1. 2) 
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均 成 立 , 则 称 vw 为 无 限 重复 对 策 G- 的 值 。 | 
Bis 设 有 重复 对 策 , 其 概率 选择 .支付 与 信息 如 下 ， 


[o | ; P a 
A= ， H= 
0-8 boc 
4= | hi T a a 
8 0 d c 


并 设 对 策 进行 的 过 程 为 在 OBL ATLA BERE, DD 
选择 &€ (1,2) ,局 中 人 双方 都 知道 此 概率 分 布 ,但 局 中 人 均 不 了 
"n 之 结果 。 在 第 m 阶段 ,加 二 1,2,… 甲 选取 ILE (n 

| ZEI ja € Un Be) ,然后 有 一 机 构 能 将 A, BPE RAO 
方 .此 外 再 设 局 中 人 都 记得 他 做 过 的 行动 策 史 ,并 且 记得 直到 
该 阶段 时 所 获得 的 信息 。 设 用 G, 记 » 阶段 时 的 对 策 , 并 设 此 时 四 


的 支付 ( 即 由 乙 处 所 得 到 的 ) 为 十 之 4 号, 并 设 G- 为 无 眼 阶段 的 
对 策 。 上面 所 列 的 H* 称 为 信息 矩阵 Ginformation matrix) , 它 的 功 
能 是 给 局 中 人 提供 信息 ,包括 他 的 对 手 采 取 的 策略 以 及 “机 会 ” 步 ， 
具体 说 在 本 例 中 ,车 a 出 现 乙 得 知 甲 采取 i 二 ai, 且 甲 未 得 到 新 的 
信息 ;车 C 出 现 ,双方 都 知道 其 对 手 先 前 的 一 步行 动 ; 若 5 或 4 出 
现 ,双方 都 知道 机 会 着 的 选择 。 并 注意 此 时 的 支付 为 零 ,这 是 因为 
3—4 &, A 之 值 为 0. 

对 于 此 例 可 证 limv。 及 PER 事实 
上 ,车 设 o, 为 甲 的 如 下 策略 : 即 他 总 是 采用 ;一 ww, 于 是 对 于 一 切 
r, 有 六 (cayr) 一 4. 再 设 to 为 乙 的 如 下 策略 : 即 未 得 知 d 出 现 以 前 
乙 一 直 采 用 ;= pB,, 而 在 得 知 d 之 后 便 由 该 阶段 起 采用 /一 B,, 显 
然 这 个 策略 能 使 得 对 一 切 o. 及 一 切 nc n Gs ns4. 所 以 推 知 
V n, f v,—4, TJÉlimy, —4, HH Go M vo AIET v EU FE, Av. 
一 4。 
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例 6 考虑 如 下 对 策 :kE {1,2,3} .概率 相应 为 ( 
支付 及 信息 矩阵 如 下 : 


1 1l 1. 
47472) 


0 8 a a 
“| 

0 8 b c 
= |。 中 H? a aj 

8 0 d c 

» m D: a! 
AS um " H? = 

0 Q | e f 


对 策 的 进行 规则 同 例 5.a.5.c.d 解释 同 例 5 ef 解释 仿 上 ， 
对 这 个 对 策 可 证 对 一 切 n Sn] +4. Be B.E 


的 如 下 策略 4 CURES] a IE BEER CI PORER OE 
Ti o 出 现时 在 A' PIR REAR TBR j— D oa 出 
现 则 在 A 中 取 最 优 ,也 即 总 在 以 后 的 诸 阶段 取 jm Be AE e R f 
现 则 在 A* 中 总 取 j= Be. 车 c 出 现 可 信 例 5 取 对 策 的 最 优 策略 (可 
实 上 此 时 双方 都 知道 是 AE {1,2}, 且 其 概率 为 (到 ,六 ))， 

设 “ 是 甲 的 一 个 策略 , 现 计算 在 阶段 时 诸 字母 出 现 条 件 下 
WEA. ERER a RWG KITS MAES XCD) X s, BE 
x. 是 依照 oc, 并 考虑 到 阶段 的 历史 ,并 在 阶段 采用 ;i=a 的 概 
R. 现在 1 一 x, 是 出 现 一 个 异 于 a 的 字母 的 概率 ,6 或 4 HERA 
(1 一 z.)X 诗 ‘eres 了 的 概率 为 (1 一 xXx. Ebde Rf iM. 
其 以 后 的 谱 阶 段 的 支付 将 是 稚 , 而 若 e HI CI TA 
4( 见 例 5), Fat 


nY, = 2e- d ops + Sai -mJ aa ~ zu )， 


这 里 rl, E wy.=n+1 一 Tx, 为 了 要 证 明 NS RATIO 
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min max 定理 。 这 时 假设 甲 知 道 乙 的 策略 ,于 是 在 m—1 阶段 之 
E PIELE m 阶段 将 采用 j 二 有 的 概率 yn 3E BLADE SERT 
历史 。 现 在 考虑 甲 的 如 下 策略 oo: 只 要 一 直 出 现 a, 便 在 mx 阶段 采 
取 如 下 措施 : 
(Dt v» 
(=a 其 他 情形 。 

但 若 在 本 阶段 首先 出 现 异 于 a 的 字母 , 则 在 以 后 的 诸 对 策 中 选用 
相应 的 优 策略 。 

现在 计算 m 阶段 的 支付 。 如 果 在 此 之 前 仪 看 到 a 出现, 并且 
X422 SEALS RE TE X EX OL — yu) +E K Bow X4 yn). 


而 在 仅 有 a 出 现 但 ye BE TIE XB 0 +X Bon TR 
其 他 字母 出 现 的 概率 为 


do 

Hosts 4' Prob(c) = a i? 
Ne 

Proh(d) = FX babies ee, 


Prob(f) = IL 
TORSVLF SER CEDE UL m HIR. y 2 N 
c 
¥,COust) > 224 之 1 


否则 , 设 m 为 首先 使 Ya SH PR 


mom} 
i (1 Yu) 
n, Go Dips cer. y 


EREEREER BAY. (oo ORAL Ade BL. cee He) 
limv, = 1; CE C- 中 存在 乙 的 一 个 策略 res EX H UI o8 


xX 4(n — m). 
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lim sup Yo. tL DMF OE Ga PRY WE rz, 存在 os CO EAR 
lim inf Y, Ce (r) 4221. (2),(3) 3888 CoH] rain max 值 是 1。 

yf By TERA A FE CoH HIERE o WR MH 60. ff 
在 r=rlo 6) (849 lim supY, Co, c) «e, RHEE. ko 为 甲 的 一 
个 策略 PGE X: 


g= Probl — 11 RARR s BOR a HR a o= lon 
时 分 以 下 情形 : 
ODE p 一 0, 此 时 考虑 乙 的 策略 5: 当 仅 有 a 出 现时 采用 /一 
而 当 基 他 字母 出 现时 应 立即 在 新 对 应 的 对 策 中 采取 优 策略 。 假 如 
采 到 了 上 述 的 o 与 ,于 是 机 会 着 便 立即 暴露 (也 即 5,4 或 。 的 出 
现 ) 的 概率 为 ， 
1 — Prob, Ct a 出现) = 1— T Tas = 1. 


于 是 对 充分 大 的 miN RATP ASHES M. 这 就 
推出 lim sup7,Co 7) —0, 


(2 0 IHE e 0 vem E RE M 1i L 1o et 
对 c, 乙 可 考虑 如 下 的 策 路 :一 开始 采用 jb REENE mx: 
M. 出 现 一 个 异 于 a 的 字母 .立即 在 所 显露 的 对 策 中 采取 优 策 略 。 
GW A M 十 1 阶段 起 采取 j=. 直到 阶段 M 任何 异 于 a 的 信息 
玫 将 给 出 一 个 渐 近 的 支付 值 0. 现在 在 阶段 M 之 后 首次 出 现 异 于 
a 的 字母 的 概率 最 多 是 
Lea EI DES 


amM+1 
最 后 , 若 仅 有 a 出 现 ,在 M 后 的 (期 望 ) 支 付 将 是 零 。 所 以 ,对 于 任 
fsl n> M MERERI 7, Co o c P Dag uos 1 ape 7.06, 
r)<ey* 所 说 推断 成 立 。 
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Ei UY TE d BU limv, 存在 ,vw 也 不 存在 .、 此 结论 说 明 在 
G~ 与 limG, 之 中 存在 显然 的 区 别 。 在 第 一 个 对 策 中 只 要 是 有 限 
的 ,局 中 人 可 以 负担 起 在 a 个 阶段 中 的 损失 ,即使 较 大 也 不 要 
紧 。 所 以 在 G- 中 的 “ 优 ?策略 , 当 把 它 限制 在 G, 中 时 ,即使 充分 
大 ,此 策略 也 未 必 是 最 优 的 。 | 

上 述 诸 例 所 揭 锯 的 问题 以 及 所 提出 的 慨 念 是 以 后 各 节 研 究 的 
WTR 


BH LTH. A’ RE R=(1,2,.° LI HRS} 
fT. U A BAT RETE AEGRUDGE SR Be A ER CP, ux 
些 和 矩阵 的 元 素 记 作 e RP GE T= (62, (Ff) 7EF= (102, 
…, 71 为 局 中 人 的 诸 纯 策略 的 标号 ， 再 设 PR 中 的 单纯 形 ， 
Bri 

P= (p= pipe phy p) p ZO. Lp = 1} 


(5. 2. 1) 
现 考虑 如 下 定义 的 n 阶段 重复 对 策 , 记 作 G): 

在 0 阶段 ,依照 概率 p 来 选择 &, 此 即 机 会 着 。 局 中 人 双方 都 
知道 所 使 用 的 选择 概率 ,但 只 有 甲 (追求 支付 为 极 大 者 ) 了 解 
的 选取 结果 。 TE Et AERLE, CEM AC ,并且 双 方 均 
知道 选取 (G, 头 ) 的 结果 (换言之 ,(5, 方 ) 是 双方 共同 的 信息 知识 ) 。 
一 般 言 之 ,在 第 mm 阶段 , 设 大 家 都 了 解 过 去 的 历史 , 即 已 作出 的 选 
TÉ Ca. f ever stimi jmi) s IE EF R E inEl, 乙 选 取 Ju € J ,并 将 


Go, 思 ) 告 知 双方 . 在 第 ”阶段 , 甲 由 乙 处 所 得 规定 为 * Data 
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ERR CEH FE TBA AS oe BT SEP LA EE 9 PRI 
G.. CO RRA ERM. 显然 对 任何 给 定 的 及 p,G. AR 
XE B] > FUR AE RS IR ARE min max 定理 ,可 知 CCP) 有 一 个 值 , 记 
此 值 为 v, CDD, ` 

注意 在 每 一 个 零 和 对 策 中 ,信息 的 值 设 为 正 的 。 事 实 上 若 G 
是 初始 对 策 , 而 是 另 一 个 对 策 , 在 GG 中 围 可 以 得 到 某 种 补充 (或 
附加 ) 信 息 , 除 此 以 外 询 与 G 相同 , 则 甲 由 G 中 的 所 得 特 会 超 计 在 
G 中 所 得 ,这 是 因为 甲 关于 的 策略 集 可 能 “大 于 ” 甲 在 G 中 的 策 
略 集 ,因而 能 推 知 C 的 对 策 值 将 超过 G 的 对 策 值 ,所 以 设 信息 的 
值 为 正 是 合理 的 。 

FE HE v, 及 v ;和 但 首先 讨论 v- 

命题 1 对 一 切 nu, (PTE r kÆ. 

这 是 Aumann 及 Mashler F 1968 WERA. WE bik pis 
EP, H a€[0,1]. 9 «p, - (1 —a) p= p HERAT PR: 
G, Cas pi s p) RG Ca pi bi IEE C, 中 依照 概率 (a,1 一 a) 来 选 
RE 11,2)， 并 设 局 中 人 双方 均 知 道 选择 结果 ,然后 进行 对 策 G, 
(pi) 的 活动 。 而 G 仿 上 类 似 的 定义 ,但 规定 只 有 甲 知道 大 的 选取 ， 
至 于 对 策 的 其 他 规则 等 均 是 双方 共 知 的 。 青 设 v. Rv. 分 别 为 上 
述 两 对 策 之 值 ,由 以 上 讨论 可 推 知 -vw 所 vw;, 但 由 于 甲 关于 的 知识 
是 无 用 的 (尽管 已 知道 上 ,而 乙 可 按 平均 概率 ap 十 (1 一 中 ps 二 p 
来 考虑 大 的 选取 ,从 而 推出 G 与 G, 有 相同 的 值 , 也 即 vl =o, i 
后 Gilas pi p; Z vile. pipz) — av, (+A 2v, (52. 于 是 
推出 命题 的 结论 的 正确 性 。 

现 考察 C, 中 的 策略 。 先 记 直 到 m 阶段 的 历史 为 ， CEH 
<m BEES E SB RT Go 30 E) 3 EG RARA E, ER 
hy € Ha 一 (XJ)"'!, 由 于 G,(p) 是 一 个 具有 完全 记忆 的 对 策 , 所 
以 我 们 将 仅 使 用 行为 策略 (Behavior strategy Bl ap. 17 4128 88 T 0 
策略 :关于 蛙 , 记 其 策略 为 0,== lalaa) ,而 对 于 每 个 EE 
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& 01 — (sty ost) X ELEM UI m Kman, 是 由 天。 到 工 上 的 
概率 集合 中 的 一 个 函数 。 我 们 用 se EL RRHH Ch, eive 
Sade XF o 的 解释 如 下 ;车 选取 了 外 , 甲 将 在 第 1 阶段 使 用 S1, 若 
G, , 族 ) 选 定 后 并 通知 了 双方 , 甲 将 在 第 2 ir BHEN st C> j) WE 
等 等 。 乙 的 一 个 策略 也 给 出 如 下 ;二 (64,…,) ;这 里 对 一 切 m1 
INKIN in EE 五。 到 JJ .上 概率 集合 中 的 一 个 函数 。 

下 面 再 引入 递归 构造 (Recursive structure) 。 车 在 G,(p) 中 ， 
双方 使 用 o, 与 ,并 设 直 到 阶段 mw 其 历史 为 het 如 是 在 历史 
H ha BIFFE E 上 的 条 件 概 率 ,于 是 在 kXH. 上 的 概率 将 由 p， 
c,,r, 确定。 这 些 概 率 p, 实际 上 是 对 策 的 状态 变量 , 它 意味 着 pm 
是 后 验 的 。 

可 以 推断 如 下 命题 

命题 2 wv.(p) 也 是 下 述 对 策 的 值 ,在 此 对 策 中 ,首先 进行 到 
G, Cp) ,1 入 mn, 双 方 均 把 他 们 的 策略 告诉 公 断 人 ,而 公 断 人 又 
将 pn 选取 告知 双方 ,然后 他 们 进行 到 对 策 G, La C0 ,整个 对 策 
的 支付 是 二 CGm 一 1) Mi 十 (4 一 m 十 1) MO IERI M, 是 G。 HE 
付 ,M; 是 G，。 中 的 支付 。 | 

此 命题 实际 上 是 如 下 两 个 引 理 的 一 个 结果 : 

引 理 5.2.1 vw,《p) 是 如 下 定义 的 对 策 G'(p) 的 值 :这 里 设 
G1(p) 已 进行 ,其 策略 为 ow-1 与 cu 并 再 构成 一 个 新 的 抽签 事 
件 : 依照 p TRER AED E ha ER prani A tu BER HS 
告知 甲 并 将 h 告知 双方 ,然后 他 们 进行 到 此 对 策 的 另 一 个 阶段 


Cr—m+l), MEA SERE Sc SEIL COn— 1M, + m+ 0M]. 
这 里 M, RM, 分 别 为 两 个 子 对 策 C。 ,及 Gs HET. 


证 此 时 存在 一 个 由 G, 的 策略 集 到 G; 的 策略 集中 的 如 下 一 
对 一 映射 ; 设 o, DRE G. 中 的 一 个 策略 , 则 在 G, 中 对 应 的 以 ,在 
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第 一 部 分 为 (5 ,…,s。_1), 而 在 第 二 部 分 为 {5,，…，,s,), 现在 青 构造 
一 个 新 的 抽签 事件 , 它 能 使 在 G 中 由 wm 等 对 应 的 (每 个 阶段 
的 ) 期 望 支付 与 在 G, 中 由 o. c. 所 确定 的 期 望 支付 相同 ,从 而 只 须 
证 如 果 m( 相 应 的 ,rz) 能 保证 在 G, 中 的 某 个 支付 M,( 相 应 的 ， 
M) WE G 中 必 ( 相 应 的 ,mm) 也 能 保证 M. CB RE R83 M ,现在 假 
设 乙 知道 ,于 是 他 也 知道 在 选取 历史 ha 后 关于 的 条 件 概率 ， 
他 在 首 m —1 个 阶段 中 所 得 一 切 信 息 现 在 都 是 不 相干 的 了 。 因 为 
第 二 个 子 对 策 是 由 与 此 信息 无 关 的 新 的 概率 而 选取 的 ,于 是 乙 不 
可 能 得 出 比 采 用 由 rm 所 诱导 出 来 的 的 策略 所 得 的 更 好 结果 ,所 
以 对 应 的 支付 将 会 与 .ov 及 所 确定 的 支付 相同 ,而 此 支付 是 超过 
或 等 于 M. 的 ,不 难看 出 同样 的 讨论 对 于 甲 也 成 立 , 这 样 便 证 明了 
引 理 。 

引 理 5.2.2 mp) 也 是 如 下 的 对 策 GL Cp) 的 值 ,其 中 Gp) 
为 :首先 已 进行 了 Gui ,采用 的 是 o-， ,rt。-1; 然 后 构成 一 个 新 
的 抽签 事件 : 先 依 照 由 poros. E Ay 上 诱导 出 的 概率 而 选择 
了 一 个 历史 ,于 是 依照 p。 TR ECR. SE GH hu 
告知 双方 ,然后 他 们 进行 到 该 对 策 的 另 一 个 子 对 策 , 即 第 Cw 一 m 十 
DD 阶段 的 对 策 。 整 个 支付 仍然 是 地 [Gm 一 DM 十 Cn 一 mm 十 1) MI, 
ix B M, 与 MM; 分 别 为 两 个 子 对 策 的 支付 。 

证 在 G, 与 G; 之 间 的 唯一 差别 是 上 与 h 的 选择 顺序 ,而 在 
两 种 情况 下 它们 的 联合 概率 是 相同 的 。 然 而 这 种 顺序 不 会 产生 影 
啊 , 这 是 因为 局 中 人 在 这 两 者 之 间 不 会 作出 任何 行动 ,故而 有 与 引 
JH 5.2.1 同样 的 结论 。 证 毕 。 

现在 回头 证 明 上 述 命题 . 引 理 5.2. 1 25. 2. 2 说明 可 对 G: 应 
用 minmax 定理 。 所 以 我 们 假设 在 阶段 m ,双方 都 知道 pus. Sd n 
们 可 以 忽略 h, 因 为 他 们 只 要 记 住 p. 即 可 ,现在 若 在 G. 中 假设 
p. 是 依照 由 户 ,0-1,r。-; 在 历史 上 所 诱导 出 的 概率 而 选取 的 。 将 
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pm 告知 双方 ,而 上 是 依照 pu. SEE AY. FESR AT ee f 
法 来 观察 双方 直到 on 阶段 的 行动 ,并 依照 历史 ha 来 宣告 p, 的 选 
取 , 这 样 便 可 推出 本 命题 。 证 毕 。 

此 时 可 得 下 述 定 理 

定理 5.2.3 G(p) 与 下 述 对 策 有 相同 的 值 ,在 该 对 策 中 在 每 
^r Bt Bt omn ARS pa 均 告 知 双 方 , 且 在 该 阶段 的 支付 是 依 ps. 进 
行 计算 的 ， 

此 定理 可 由 持续 应 用 上 述 命题 丽 得 到 证 明 。 

说 明 显然 在 所 研究 的 情形 中 ,mm 与 有 无关 ,加 仅 涉及 ps 
anA hns ZE o, E o, 在 首 ( 一 1) 个 阶段 上 的 限制 , 记 。 也 可 写 
成 Pa-issa-i An M in 的 新 数 。 另 一 方面 ,总 有 Enl pny) = par 
iX HB. E, 是 直到 阶段 m 的 过 去 历史 条 件 下 的 期 望 。 从 而 当 pp 
时 Aa 为 一 个 著 。 

下 面 建立 用 于 计算 v, PIHAA Recursive formula) 

定理 5.2.4 对 PP 中 的 一 切 p 及 一 切 n, 有 ; 

ul) = cc max{min 2 p^stA'r 
+n P3 OLATA (5. 2. 2) 
Xp s = Diets! HE— UL iB S 00550, p! 是 由 下 式 给 出 的 : 
—püioysa 它 是 在 大 上 的 概率 。 

证 设 甲 在 GCCz) 中 的 一 个 策略 为 o... s; 是 由 0.1 在 第 
一 阶段 所 诱发 的 策略 ,在 第 一 阶段 的 期 望 支 付 至 少 是 
min Dop's A BLE pi — Prob, es. erus GIAO, EULER Fp. 
仅 与 p,s Ri AR. WR iiSi p= p RA pi = Prob, Gli — 
门 , 所 以 我 们 得 到 p? — p'siG)/s, GOXESR — E RLU Al BOS. 
2. 3, 这 时 考虑 G, (pi) ,此 时 相应 的 概率 为 5,( 站 ,并 设 甲 采用 他 的 
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优 策略 后 至 少 可 得 v (pO. FREES 上 取 极 大 , 便 得 到 uam 
maxB(s,) ,这 里 
BG) — 77 xmi Dy p's s! Ate + "2 Gv, (5,0) 


然而 此 时 对 每 一 个 Sario C UR EH EBJE G (Cp) 中 关于 sı 的 一 
个 最 佳 响 应 (策略 ); 便 可 保证 支付 小 于 BG.) ,于 是 在 第 一 阶段 后 
计算 p, 并 在 G(p;) 中 使 用 优 策略 ,可 得 结果 。 从 而 证 明了 定理 。 

定理 5.2.5 对 一 切 pE7P, 序 列 vw,《p) 是 减 小 的 。 

证 ” 先 证 对 一 切 p€ P.v2( p<, GO ,利用 (5.2. 25 8] f8 

2v; = max (min > , P^sjA'e + 280) G2) 
{E v, 是 凹 的 ( 见 前 所 讨论 的 Aumann & Maschler 的 命题 )。 所 以 
推出 
Gv) su), 


2v, X; max min pst +v (p), 


MERAMA EE 2v ip), HEA rSv a MER 
设 对 一 切 5. vC X. a CaL MH GS. 2. 2) 得 到 
QT Dun = max (min > | p^sj Att + "2 Gop) 


| 现在 把 (一 1)v， Cp 用 更 大 的 0 一 Dw GERE. 可 得 : 
G + Dinei lA S max (min > ,p'sA'e 


十 (一 D ER Ov + 33 (Dv, (pi)} 


由 于 wv, (pte PAY E 
(a + Dua» x max (min >) p*s Att 
^ 2 n 


toG 一 1) 2 jS Gv. Cp) + u,(p) 
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ve 一- — —BÀ 


si nv,(p) + v, Cp) 
Hl vai Cp<u,(p), 证 毕 。 

定理 的 直观 解释 是 乙 由 申 处 所 得 到 的 信息 可 以 仅 由 阶段 的 数 
目的 增加 而 增加 。 

以 下 讨论 非 暴露 策略 (Non 一 revealing Strategy, fii it A 
NRS). 把 对 策 DCp) 作 为 对 策 G G ,在 其 中 甲 并 不 使 用 他 的 信 
息 ,或 换 一 种 说 法 , 甲 不 把 他 的 信息 泄露 给 乙 ,这 样 一 来 甲 的 策略 
ERTEK 无 关 的 那些 策略 V 即 对 一 切 & ,使 % 一 *, 对 于 这 样 的 忆 


(p) ERU DUF ERE ps OLD =o SES LR ARS UE TOM — 
MER 及 一 切 iE1, 有 Pikl D= pP m. 
DCp) 中 的 支付 矩阵 实际 上 是 4* 的 期 望 , 记 作 ACAD 
| A = pA. 
k 
it Dtp) 的 值 为 x(p), 显 然 它 在 上 是 连续 的 。 
定义 5.2.1 RSPR MICE PEK RST SHY 
ES EE g PR PAIRA BE Cav f ORB TC PE Cav f). KA te 
已 上 小 于 或 等 于 上 了 的 诸 西 函数 中 的 最 大 者 记 作 Vex. 
由 此 定义 Cavf 是 如 下 的 函数 , 它 的 截图 是 ( 紧 千 了 的 )y 89 
截图 epif Hoe. 
引 理 5.2.6 记号 含义 同 前 , 则 有 
LAXE hb «A VP Gio 
& Hn * 
证 由 于 p. 是 期 望 为 p HRA 
ECS Gh — PD = EGha 一 站) 
<= p*C1i p) (5. 2. 4) 
使 用 Cauchy —Schwartz 不 等 式 ,可 得 ， 


EC [pt = AD C EQ S ha — punt 


Picea! 


(5. 2. 5) 
由 以 上 两 式 便 推出 

ire». — &D« oy VE pes» 
证 毕 。 


3E HB 5.2.7. CAumann.Maschier 3$—1 n Æ P EA v 
=>Cavulp) RW. 

证 kz ARN —t+ NR 策略 , 且 为 在 D(p) 中 的 优 策略 ,再 
lit c, 是 按 以 下 方式 确定 的 策略 :关于 一 切 &E 天 及 一 切 mn 
及 下 所 五 。 今 六 (站 一直 于 是 四 一 (20 一 (ie 
oa)。 由 于 p= p 对 一 切 1m 成立， 故 在 每 个 阶段 .o, 均 保证 值 为 
u《p)。 从 而 v. (piszuCp). 现在 vw.(p) 是 四 的 ,这 样 便 推 得 结果 。 

证 毕 。 | 

此 结果 还 可 用 另 一 方法 证 明 。 

BRE G, Cp) FE m 阶段 的 情况 , 设 gsnste) 是 在 此 阶段 以 历 
史 为 条 件 而 定 的 期 望 支付 , 则 

3|38 5. 2.8 对 乙 的 一 切 策略 t+, 有 

ge.) — En Gn sta) | < CPEB Phn = PAD 
(5.2.6) 
ott s. 2 pisi Co max Jaf |- 

证 由 定理 5.2. 3, 07 48. 

Su(Snrtm) = S PAs Att, = SIPEG 一 5.) Atn + ge Gut) 
(5.2.7) 
SES iw =i) Be Su E> 0 ERE FUR pus ET 
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i T M FEES ce NC ON Cr) _ pms G) 
Pari E) Prob, .. a I» 2s sí G) Sus Ci) 


所 以 
[Pan C) ok = 1 zo E12 
FEE EOR P”) 上 到 期 望 ， 可 得 
Ea (the BD = SROLZIS ~ 118 
= pS EX (7) cas CE) (5.2. 8) 


由 (5. 2.7),(5.2 ETT 
|a (Sm stn) — Em Gu stn) | SCD Ea phar — ph. 
TEE. 
可 利用 此 引 理 佑 计 G.《p) 中 的 支付 ， 
定理 5.2. 9CAumann 及 Maschler) 对 一 - 切 pEP 及 一 切 n. 


& o. Cp) Cava (p) F7) 
证 ”对 每 个 T2 ERET UT EX TESR HI LB SERI JS BO ZR PER 
望 支 付 。 利 用 引 理 5,2,8. 可 推出 : 

Em smstn) L En CSa rin) eC > EC ps — PAs 
Hs, ENR, Be. ED pO PORE, REI en Gut dS 
uCp. ,所 以 

Bn Sn ska) L Cavu (Pm ) + COE. (Ooh — AND 
再 设 G,《p) 的 平均 期 望 支 付 为 7, (6,,7,), 取 诸 期 望 并 把 诸 不 等 式 
相 加 , 便 推 知 


Y,Co, ,c,) X; Cavutp) + pe SIAL ates — at I2] 
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这 是 因为 使 用 Jensen 不 等 式 , 知 ECavu l pa) <Cava CoD , BAA 
引 理 5, 2. 6 推 知 VY 2,,3 r. 而 使 得 : 


Y,(m,,r,) x; Cavu(p) -+ = VFO pO 0.2.9 
Ln‘ 


WE. 

由 定理 5,2,7 及 定理 5.2.9 立即 推出 ; 

定理 5.2.10C(Aumann 及 Maschler) LA FIL 2E ie FL E: 
《1) 对 一 切 PEP. FI v. CHU; C2DXE—Ul pe P.limv, (p) = 
Cavu(p);(3) 存 在 实数 C 使 对 一 切 p P. 及 一 切 », 有 

C 
0 x v, CAD — CavaCp) xz x 

成 立 。 

证 BR. 

回忆 定理 5. 2. 9 的 证 明 使 我 们 想到 有 可 能 把 上 面 定理 中 的 
C3) 的 估计 加 以 改进 ,但 实际 上 这 不 可 能 ,因为 可 证 如 下 结果 : 

定理 5.2.11(Zamir) Of1 Vn) 是 关于 wtp) 一 Cava(p) 的 
最 好 的 一 致 上 界 。 

让 我 们 先 观察 一 个 例子 。 设 


4 | " uet Ed 
ae. T m Qua 
p^ 2 ues 
ACp) = 
k Ke —p +2 


PEEP Eul) =0, AME P Elimy,(p) =Cave(p). FEP 
YER vi Cp) ,此 时 支付 窍 阵 可 给 出 如 下 : 


11(3¢ + 25! — p— 2p 
12,35 — 2p" —Cppt2b 
21| — 35. + 2p! p— 2p 
22|— 3p — 2p! pt 2p' 
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其 中 p =p p =1—p, i ab RRA A=) 时 取 i=a k2H[ 
取 ==). CHEM v (p) = minCp p ) REVERE FIR SIE 
313 5. 2. 12 ZOE (5. 2.10) 
证 首先 简化 记号 ,为 此 定义 
si) =q, a =g =1-—4¢. 
sd)=r, s8(2)—-rz-1-—r. 
其 含义 可 解释 如 下 ,如 r 是 当 %= 二 2 时 甲 在 第 一 阶段 采取 第 一 个 策 
格 的 概率 , 余 类 推 ， 由 此 推出 : 
aa) =pgtpr=s, 302 = po ^-^ pr as, 


以 及 
-— EPIO EL 
pi = Prob(E = 1|A cO 5 Ps 
" | S = = pa! def 
pi = Problk = 1l = 2) ~ & (2) i 


现 用 归纳 法 来 证 明 此 引 理 。 对 于 ww==1, 它 显然 成 立 。 现 设 当 w, 时 
引 理 成 立 , 下 面 来 计算 Ust , 现 设 Pp OC. o, Cp) =v, Cp) = 
u(p)). 利用 (5. 2. 2), 可 推 知 
Get Dos Co) = max (min (39 — 3g 2 d (2r—2r'); 
OE rx 


pl—gta +p CC 2r - 2r ) ]H-nGw, (Gp ts v, C B2) 
现在 限定 4 Ber 满足 p(9 一 9 =p G — ,也 即 rl p(- 
q)/2p =r(q) XRAY: 
Cut ion (pS max (PC 一 9 +5 Co. (2pq) +0. Copy 22) 


0 rg) 1l 
故 利 用 归纳 法 假设 有 : 
(ntv. Cp) 


> max {(p—q) + 
OX sl .2 
Os rt 1 i 


Cpa (2pq' + (2pq' pg 0 3) 
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将 上 式 有 端 诸 项 尽 可 能 小 ,推出 
ens ee 4 


Vn +l 


证 毕 。 

由 这 个 例子 可 见 定理 5.2. 11 成 立 。 

现 作 一 点 说 明 。 可 以 这 样 来 理解 收敛 速度 。 假 设 u) 一 Cav 
xzp) ,于 是 有 一 稳定 的 NR 策略 zx 来 保证 甲 的 wtp) 值 ,这 时 不 论 
如 何 把 中 心 极 限定 理应 用 于 工 的 样本 中 的 随机 变 差 , 它 的 阶 为 1/ 
n ,现在 定理 5,2,11 表明 在 某 些 对 策 中 甲 可 应 用 这 些 变 差 , 以 
便 在 两 种 状态 中 (它们 可 通过 c/ Yn 而 将 支付 增 大 ) 使 用 一 种 作 
出 轻微 改变 的 策略 而 不 必 被 人 察觉 。 但 事实 上 这 通常 并 非 总 是 如 
此 ,因为 收敛 速度 更 大 的 情况 也 可 能 发 生 。 

下 面 再 来 研究 vo , 先 讨论 G- 中 的 策略 。 甲 在 G- 中 的 一 个 策 
BE BY 25 ANF a= Grohe) XXE EI RE Ko! BT 
序列 (sn 之 1) ,其 中 每 一 个 i 都 是 一 个 由 H, 到 1 上 的 概率 集中 
的 函数 (类 似 于 G, 中 情况 ) 。 乙 的 一 个 策略 可 类 似 的 定义 为 rz 一 
(hin l ,这 里 六 是 由 如 ,到 vv 上 的 概率 集中 的 函数 。 再 设 7,(o， 
z) 为 在 Ge(p) 中 首 半 个 阶段 中 当 执 行 cyrz 时 的 平均 期 望 支付 , 即 


Vs) = E, as tC yah) 
mm} 


在 不 给 出 此 对 策 的 支付 时 ,我 们 引入 G.. GO PES BE PIS 
定义 5.2.2 车 对 一 切 pEP, 及 ce 这 0, 有 了 (Pp) 使 在 Gotp} 上 
在 在 甲 的 一 个 策略 o. 及 Ne 使 对 一 切 nN. PRUE PODER. 
¥,(a,.7) ze fip) — E, Vr (5.2.11) 
此 时 说 Gtp) 有 一 个 值 w.《p) 是 指 如 果 甲 及 乙 可 保证 了 (p) 存 在 ， 
或 明确 地 说 ,VY pEP,Y c0, 3o, N. 使 得 当 nN, 时 可 导致 
[60 Zw.(p)—sz, Vr 


542, 
DA eR (5,2,12) 
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512 5.2.13 若 甲 可 保证 f(p) 满 足 (5,2,11), 则 他 也 可 保 
证 Cavf (HW E C5. 2.1135 
证 由 Caratheodory 定理 可 知 对 一 切 e 0, FE Ao por— 
1.2.':- LF A.€[0o,1],; 5g, € P 使 得 之 人 一 1， Lp. p3EH 
Cav f(b) x 21M GO + €/2. 
ii 2, 是 如 下 的 策略 , 它 可 保证 在 Gol p> P I (pik BBA e/2. 此 
时 在 Go (加 中 定义 op WE UE E EE DE A, Cpt / 
POPU o- BIB SERES Je: KR f A Be fe St ES 
方式 ,在 执行 v 时 ,其 总 概率 从 而 是 : Z Prob Gs |k) p= 22A pi 
二 .在 条 件 o, 时 上 上 的 概率 为 
Prob(k|¢,) = GUB) = p 


即使 现在 乙 知 道 此 抽签 结果 ,定理 5.2. 3 可 推出 GS CE SE GET UJ 
概率 执行 Go ( 户 ) 的 对 策 , 从 而 对 一 切 r,* 有 当 nN = max N, 时 
推出 
YO, 57) 之 >a Fp) = 3) > Cavf(p) — e. 

证 毕 。 

定理 5.2.14 对 一 切 p € P, PARE o (XE— 9] n 及 一 切 
cR Y. Cou 0 zCavuCp). 

证 ”由 于 甲 在 执行 o 时 可 保证 «Co GI IE C5. 2. 1100, Bo 
是 一 个 在 Ga Cp) PAREN RMB :对 一 切 名 ,一切 和 ,有 s. (O0 = 
z: HP xH NR AE Dip) PARK. ME SHE 5.2. 13 可 推 
出 甲 能 保证 Cavulp). 

实际 上 这 个 结果 很 强 。 这 是 因为 Y p,, 习 a 使 得 V nV AY, 
(o,f) 之 wlpr)。 而 且 进 一 步 能 知道 utp) 是 一 个 连续 函数 ,所 以 当 
£z 0 时 可 得 Caratheodory 定理 中 的 等 式 。 证 毕 。 
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可 以 注意 到 为 要 得 到 Cavu(p)， 甲 使 用 了 一 个 依赖 于 抽签 方 
式 的 类 型 的 策略 ,并 从 而 执行 了 NR 稳定 性 策略 ,因而 此 定理 又 可 
给 出 定理 5,2.7 的 另 一 个 证 明 。 

下 面 描 述 乙 的 优 策略 .考虑 如 下 二 人 零 和 对 策 , 它 具 有 向 量 支 
THERE BCO€ R"./€ 1,€ D) ,对策 可 以 重复 无 限 多 次 ,在 每 一 阶 
眉 之 后 ,局 中 人 双方 均 被 告知 其 支付 (向 量 )e。&€ R*, 所 以 直到 
这 个 阶段 ,其 信息 总 其 为 (gi s Em) = hat. 四 的 一 个 策略 是 一 个 
序列 o= {ssm 21) EPs, 为 一 个 由 五 。 到 了 上 的 概率 集中 的 函 
数 。 乙 的 情况 类 似 。 

定义 5.2.3 集 SCR” 称 为 甲 的 具有 om 时 为 可 迫近 的 (ap- 
proachable) $ RI EITT — 9] g 六 0 ,存在 An 使 对 一 切 re — H n 
>N, EGG n0) «s. Kr dG. RV 中 的 距离 ,并 且 e. 


ay E a 
Ho mmj 


此 定义 的 等 价 说 法 是 ds,g.) 依 概率 收敛 于 零 。 

当 乙 具有 策略 rm 时 集 S 称 为 可 能 被 甲 排斥 的 Cexcludable)， 
是 指 若 存在 O>0 及 Ne 使 对 一 切 o AI nZ NoÉ ECd Gig.) 
>>6,( 即 5S 的 某 些 5 一 邻 域 的 余 集 是 可 迫近 的 )。 而 集 S 对 甲 来 说 
是 可 人 迫近 的 是 指 若 存在 甲 的 m 策略 而 S 为 对 甲 ( 具 有 c) HT3R 
3k. KMS 对 乙 为 可 排斥 的 也 可 给 出 定义 。 注意 5 为 可 追 近 的 
其 充 要 条 件 为 S 的 闭 包 为 可 迫近 ,对 每 个 5S, 在 1 上 有 概率 分 布 ， 
把 它 记 作 : 

Ri(s) = Col D503j € J) 
类 似 的 , 记 | 
RyG) = Coi Dats! € Ii 


这 里 Ce LI BEL AS BUS (5 RR ;, 则 对 于 乙 的 一 切 
*, 甲 的 期 望 支付 将 在 RG), 
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EH 5.2.15 CDRS dE RV PEA. BM UI x& S. FE 
了 上 的 概率 sCz) 使 得 当 yES 为 与 zx 的 最 近 的 点 时 ,过 y HET 
直线 x 一 y 的 超 平面 将 z 由 RGD PA. N S 是 可 迫近 的 ,可 
迫近 的 策略 可 由 下 面 的 o 给 出 :在 阶段 1, 或 当 &,ES 时 ,执行 任 
何 策略 ;否则 ,执行 swe =C En) nl 《2)SE RY PHAR, 
TAI Vr B 9E SEX (p dé 09 — 91 (50 R GO OD. 否则 , 亡 当 = 
时 为 可 排斥 的 ,其 中 , 设 ,S 门 R00) 一 ,机 (hk4,) =n X —9 hn X 
一 切 n IL. 

证 先 证 人 1)， 引入 d,—d(s.g, p MM gES, 则 


pap tone, 于 是 E(Gd, Sa 


"EI <4. ;其 中 A= maxd (z. b). 


Py 
M4 g,& 5 时 , 则 令 yy 为 S 中 与 g HEX] SR M saei RS CD PRÉS 
RAMEE eilg) ER Cs le) PRACE Cni lEn yg — y») 
«co. 从 而 推出 | 
di. s Bats — 48 — Y) 


< (es 3) p 821— n(g, — y) 十 Seri Y) 


unu +i n+i ° ati] 2101 
Bp 
2 H 2g 2n z = 
diam Code t Te T Ea y) 
+ eae leel 
于 是 


a 2 e 
Ethie, lg x Cen D gH + (n 2 G+ 1X 


HE Bo>max(A’,ECai)), d es n. E(dzxiB/n N 


此 在 上 面 两 种 情形 下 均 有 :对 一 切 n ECL SC V Bn Fi NL. TE 
出 了 (1)。 
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Als. 9.1 


PHE). Het. SOR OG. S r6s.9 9 S PHB ar 
EROTA RAR m= Gr — ab PEE M, 则 有 : 


min max(y uo 24^ 6,,) = m in max (y — 252) 


但 右 端 的 项 总 是 大 于 mip(y 一 =,z)， 文 是 因 为 对 _- H SNR: C) 
x. 记 其 此 实 文 付 矩 阵 的 对 策 之 值 为 vCOM) WA 
v(M) > min Cy — 4.2) 
使 用 minmax 定 理 , 由 此 推出 存在 S 使 得 对 于 一 切 j€J, 有 
Cy — x. D sdb) Z2 v(M)Z minCy xp 


2 
í aed 

FRE S 是 凸 的 :所 以 对 一 切 2€ S. Cy— xy 2) &0 JF Hmin(y— 
Ty 一 X19) ,这 就 推出 VY ERG), CCy 一 zyz) 之 (Cy 一 zy)， 但 
BRIS Cyr y> Cy— zee), PAPE H = {z;(y 一 x+,2) 二 (y 
ary) VRE x 与 ROIR. RA CL) , 便 可 推出 结论 。 


最 后 ,如 果 3 不 是 可 人 迫近 的 , 它 便 是 可 排斥 的 ,这 是 由 于 当 R 
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Ce (18 — OB I dR) I 2:877 0, JE ELTE ARABS NS F 
t, 的 策略 z 时 R(to) 是 可 迫近 的 。 证 毕 。 
与 定理 5;2,14 相对 应 ,可 证 : : 
定理 5.2.16 存在 C-(z) 中 乙 的 策略 mm, 使 得 对 于 每 个 e 
0 ,存在 N.H nN 时 有 : 
Y,€a,t) S Cavu(p) + e, Vo (552,13) 
TE i HAN p 处 关于 Cave 的 一 个 支撑 平面 , 它 是 由 “ 
E R 确定 的 (注意 Cavu 连续 ) ,所 以 推出 ， 
Cavu(p) = a+ p 
uC p) Sarg, Ved 
现 考 虑 C:-, 它 是 具 向 量 支付 的 对 策 Ea PS E eH, MAS 
ADS) EE TT BES = (PER, <a’, Y REK RF 
ZMH. Axis. RBS a 的 平均 期 望 支付 将 小 于 a 
"Pp 十 Ee 一 Cavu(p) 十 eC 对 充分 大 的 mn)。 设 8 蕊 5, 并 设 7 为 距 5 中 
Hon RIN. Rp EP 了, 且 平 行 于 5 一 7, 再 令 H' —(BER' sp 
“Pp 二 p m. 最 后 令 y 为 乙 在 DOG ) 中 的 优 策 略 ,于 是 
Dp Ay up ae p | 


METEB p'oguy—aetp-7p-0p5p.TFÀR 
H' FLOM R; Cy) Pa Bw. A S 是 可 追 近 的 5 依 定理 5. 2. 
15), : 
定理 5.2.17 对 一 切 peP.G. HMA volp), H vs Cp) — 
CavuCp), | | 

事实 上 由 wv,(p) 的 定义 (定义 5. 2. 22 E RE THE 5. 2. 14. 及 定理 
5. 2. 16, 立 即 可 得 本 定理 。 

注意 定理 5. 2.14.5. 2. 16 要 比 定理 5. 2. 17 强 , 这 是 因为 最 优 
策略 与 < 无 关 , 但 另 一 方面 ,显然 有 ve CP) — limv, (p), WR ve 
(2 存在 ,这 是 定义 5,2,2 便 可 立即 得 到 。 
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另外 还 要 说 明志 点 : 
(1) vp) 或 limvw,(p} 的 计算 要 考 虚 一 切 可 能 的 概率 ,以 
全 计算 NR 对 策 DC(p) 的 值 ,再 由 此 求 得 其 Cav. . 
(2) 定理 5.2.17 非常 强 ,因为 它 仅 用 一 阶段 对 策 的 值 给 
无 限 对 策 的 一 个 值 。 
(3) 甲 在 ww 中 的 优 策略 与 他 所 用 的 信息 复杂 性 相对 应 . — 
RKE. CBRE CR, 也 非 NR ,而 只 是 采用 一 种 抽签 的 辅助 方式 来 
使 用 其 信息 。 局 时 允许 甲 控 制 泄露 给 乙 的 信息 总 


$3 两 边 都 缺少 信息 的 对 策 


AN, REK=(1,2.°5L3, rER={1,…,M}), 是 由 有 限 个 
LF Be LJ (UE EA RLR., 并 设 它 们 对 应 二 二 人 人 零 和 对 策 ， 
TRA af AE EIs {l;e I FEF = (1 [J hEN 
局 中 人 甲 、. 乙 的 纯 策 略 。 设 POA QO A R GEA ROP 
单纯 形 , 对 每 个 PEPER SRM E n 次 重复 对 策 GLO D, 
其 定义 如 下 ， 

C1) 在 阶段 O, 机 会 选择 依 概率 上行 末 , 而 + X fK q 行事 。 
甲乙 均 知道 p 及 9, 但 仅 甲 ( 相 应 的 , 乙 ) 知 道 £( 相 应 的 ,r) 的 信息 
选择 ,上 述 所 有 描述 都 是 双方 共同 知晓 的 知识 。 男 外 , 设 甲 连 求 文 
付 极 大 化 , 乙 追 求 极 小 北 。 此 时 对 策 的 执行 类 似 于 Gp). 在 每 个 
阶段 mr, 大 家 都 知道 过 去 的 历史 同一 (Piy 因 -1)。 此 时 十 
《相应 的 , 乙 ) 选 择 了 in CI GRRE sin € JO) ,双方 的 选择 立即 都 被 
双方 知道 。 


(2) 在 阶段 m, 甲 由 己 处 得 到 的 支付 总 量 为 二 之 /af 由 
min max EH, G Coq) ALBA wv. Cp 0 Kb Gs (pg) 12 FORE 
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复 对 策 。 这 种 模型 称 为 具 标 准 信息 的 相互 独立 情形 。 而 一 般 情 形 
是 依赖 于 信息 抢 阵 的 ,这 里 似 ,>)? 的 概率 不 是 边际 (概率 ) 的 丧 积 。 

下 面 先 讨 论 v. 

定理 5.3.1 Yn lP DRF PAM. MRF a Ad. 

证 RANEH ue ORT B HMR, XF q 为 止 可 由 对 
倡 性 得 到 .。 不 难 知道 上 节 讨 论 v. 时 开始 的 论证 结果 可 直接 推广 于 
此 。 若 引入 记号 Gaspirpar9) 及 Glasypi,pP219)， 并 引用 $2 的 讨 
it , 便 可 证 明 。 . | 

FH C. 中 的 策略 。 甲 在 G,《p ,9) 中 的 策略 可 仿 $2 给 
出 B o= (Aher KP A = (sh icine 这 里 S. 是 由 Hn 到 I 上 的 
慨 率 集中 的 函数 。 对 于 乙 , 类 似 地 有 := Cr)er;: 其 中 民 S 
GLO. 这 里 mn ER 五。 到 JJ/ 上 的 概率 集中 的 函数 。 今 后 采用 
记号 s,— (sven tn= rene 

再 仿 8 2 建立 递归 公式 ,。 若 在 G.(p,q) 中 甲乙 分 别 使 用 oo 和 
T, FEUR ha 是 在 阶段 m 的 历史 ,我 们 用 Pu ICE h 时 出 现 天 的 后 
验 条 件 概 率 。 XE K X H.. 上 的 概率 可 由 porr. C S DTE. M 
在 A. 时 出 现 R 的 后 验 条 件 概率 q 仿 此 ,其 中 有 一 些 条 件 概 率 是 
对 策 的 状态 变量 。 

定理 5.3.2 TES 2 MRR 2 PAV. Re v, CP), 
Gua (AD (E Gui CD Pms Im RE Ps Gaines Pus dm IE 
G, mes (Pu) ,该 命题 仍然 成 立 。 

在 推广 过 程 中 ,8$ 2 中 的 引 理 5.2. 1 及 引 理 5. 2. 2 中 的 pp 用 
(pg 代替 当 用 (代替 时 ( 即 双方 缺少 信息 ) 仍 是 成 立 的 。 

定理 5.3.3 G,(p,g) 与 以 下 的 对 策 有 相同 的 值 ,在 此 对 策 
中 ,在 每 个 阶段 澡 ,后 验 概 率 均 通 告 双方 户 中 人 , 且 在 此 阶段 的 支 
PTFE IK Co, su) HET HTT o 

现 对 定理 作 如 下 说 明 。z 与 9 的 独立 性 能 导致 各 +-: 仅 依赖 于 
Pn vm (Pa) Ih Fines ALAS RF 0, FER SE 28 5.2.4, 可 推出 关于 内 
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(Cp,9) 的 递 推 公式 ; 


van (Psg) = i max min{ Dyp'gstA"s 
" 5 aur 


+a DRG pog) 3.) 
其 中 记号 含义 均 见 § 2。 

BF NR 对 策 的 情形 ,可 用 类 似 于 $2 的 方法 讨论 。 即 把 DC 
p,q) 看 作 是 Gi(p,9), 其 中 设 有 一 个 局 中 人 使 用 他 们 的 个 人 信息 
(HIRT MSA NR RE), DC p,q) 的 支付 矩阵 是 4A" 的 期 望 ,并 
把 它 记 作 AC pq). EF Zip A" i uCp 3 DG 9 Hl 
‘注意 wlp,9)) 在 了 XQ 上 连续 ) ,此 时 可 证 下 述 定 理 ; 

定理 5.3.4 对 一 切 (p,q) € G X QD Ti limo, (p,q) 存 在 ， 
ERR vA TERREA 

v(p.q) = Vex max {u( p,q) ,v(p.q)} (5. 3. 2) 
| vg) = Cav miniaCp,g) .vCp.g)} (5, 3.3) 
的 唯一 解 。 
定理 的 证 明 将 在 稍 后 给 出 ， 下 面 先 作 一 些 准 备 工作 。 
”我 们 用 E, 表示 直到 阶段 m 的 历史 条 件 下 的 期 望 , 用 go (sw， 
LR REDE ER m 时 的 支付 的 条 件 期 望 ( 阶 段 m 是 在 所 给 历史 之 
下 来 到 此 阶段 的 )。 
引 理 5.3.5 设 s, 是 甲 的 一 个 NR 策略 ,并 设 它 在 DD(pa gu) 
中 是 优 策略 , 则 对 乙 的 任何 策略 如 ,可 得 
Sn Smolin) ZR qu — PICO Elgar — Gal) - 
O RA 
Ep c(p,) = max 2 ja p». 
证 对 乙 , 利 用 引 理 5.2. 8, 可 推 得 
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Bn Sst) D Ba Geh — SSCP EC — 92D. 


现在 由 于 以 是 NR, 且 A NR OSH D pnra) H T HEH : 
En Sm ota) UC purqu) TER. 
引入 定义 : 
定义 5.3.1 id 
v (p,q) = lim inf v, (p,q) 
b = lim sup v, (p,q) 
并 定义 C=max|aij|. 
TER vw.(p,9) 在 PXQ@ 上 是 一 致 Lipshitz 连续 的 ,其 模 数 
为 2C, 由 此 推出 v 及 vv 也 是 如 此 。 另 一 方面 ,wp,9)( 相 应 的 ,v(p， 
9)) 关 于 p 为 凹 (相应 的 ,关于 g 为 凸 )。 确 实 , 由 于 对 一 切 ”函数 
ve PORT p AM Be OAM EB HB FAG ERA. ay 
证 明 ， 
定理 5.3.6 下 列 不 等 式 成 立 : 
| v(p.q) 之 Vex max {uC p,q) v(p.q)} (5.3. 6) 


(5.3. 5) 


v(p 1g) < Cav min(u(p.9) ,vCp.q2) (5. 3. 7) 

iE AMES. 3. 6) BN nf. 65. 3. nA AiE bi LA e EE 
G.《p.9) 中 围 可 和 保证 在 其 大 的 的 情况 下 ,至 少 得 Vex max (u(p. 
qulp) IBI V e>0, 2 N HEY nz N FEREG Co.) F 
的 of 策略 ,使 得 Y c, Y CsT) = Vexmax{ulp.g)s0(psq)}— 
EHE 引入 d(p.qun)ssmax (vCp,q) —v.Gpsq2 0); H Ri E GA IL 
Bj ,序列 dC .q.n)3&—3& Lipschitz AEB, Mil C — SKAF o. Br 
以 对 一 切 £20, ££ E E N SN, Co) (EXT nN, max d(p.gqin) 
<e/3, MEM N=N (e) =max{M(3c/e)*, N; (6c/e)} ,并 关于 
LN ,来 考察 GC pq). 现 设 甲 使 用 如 下 策略 on ; (1) 在 阶段 xr, 只 
要 uC pur dud > v be qu) ;就 采用 Df o OR RRE: COO ET 
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BORE REE —E up. qu Colpu un) ,立即 采用 优 策 路 。 设 me = 
min (m |u C Pu Ym) UC Pes Yn) }; 若 甲 使 用 策略 a" ,利用 引 理 5. 3. 
5. FEG FRAY RAE ERE o E | 


LEA Suara) LS Sc. E md ee — dnl) 


mm] 
十 (n TN m obe qu) — d (Por Fm, n = ms) 

(5.3. 8) 

i€ wCGp,q n) =maxCf (5,9) —v.Cp,q2.0) W 
wm xU A) VFI =a) 
并 且 特 别 有 fO qvip. dd 
ra 选择 / BUT HOSTILE LGR TR ARBRE TER 
Í (pq) = VexCav min[uCp,g), f Co.qo) ]. Bik wign) = 
FE 


之 qa RAJNE — I es>0, 甲 可 在 充分 大 时 的 C.(z， 
9) 中 得 到 f(p.q)—we(qond—e. 由 于 F(psq)<Cav min(uCp.q?, 
fq) Hi Caratheodory 定理 推出 对 每 个 e/n>0 及 每 一 对 (p， 
DFE PEP R ALEL] L E App, 2A- 
1, 并 且 有 
O FQ» — E x 9j A mintato, D f Cs) 
现 设 cr 是 甲 的 如 下 策 咯 : A m= e, n; HR: OO 只 要 
UC pm Quad ZS Pu Gu) ,在 阶段 mr 采用 DC(pm 9) 中 的 优 策略 ,而 一 
FL a pur qu CS Chin Gm) TE S Cpu qu Ab EB RA FE TE A HG 09 
Bess As FEE DU pms + Gm) FG ERR T b 时 以 概率 As (pn. / pa) EA 
FAY ff e SCR. O BB — ARATI 5.2.13 中 的 辅助 的 
抽签 方式 ,以 便 在 也 (zsyee) 中 采用 优 策略 的 总 概率 为 A, 而 在 
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给 定 * 时 条 件 概率 pnto N pm.s)。 在 阶段 m 的 条 件 期 望 支付 现在 
ED (1) 当 tC Pmt Pm 之 了 (pws9m) 时 , 旭 由 引 理 5. 3. 5, 支付 为 


u (purga) —C D4 E, qaa — qr Di DH uC pus Pn) CS puran) FF 
当 s 被 选 定 后 ,支付 为 :uCpws qu C Zu Kw lees qu D. 由 于 不 


论 乙 是 否 了 解 中 间 的 抽签 结果 , 甲 都 可 以 得 到 这 样 的 支付 。 现 在 取 
在 结果 S 上 的 期 望 , 可 得 : 
DALU (Pas sgn) — CDE. dee — 4.12]. 


>I ag) = — CDE aa ~ 2D 
并 注意 上 面 最 后 的 量 在 两 种 情况 下 都 确实 小 于 或 等 于 该 情况 下 的 
FERAL. MF 2 aA Gus 2 Os 12) — GoDEB Sp. 
DRE 9 为 凸 , 故 椎 出 
i EnS (Puri vm) fp qu) 一 
此 时 在 G, Co qp B ESOS a e AC 


Fipa) = +e 二 C 2:2 EC|quss Pos Jim |) 


E 
n' 


fg —wuü.N)—c 
证 毕 。 

推论 “极限 lim o E. 

证 由 于 vw (p19) SVex Cav min{u(p.g).v(p.g)}, BA 
uC pig Su (psy), AGE Hp EB SC 。 证 毕 。 

因此 可 定义 (pg 一 lim vlg). 

定理 5.3.8. 设 不 等 式 

加 S¢p.q) & Cav Vex mixin (psg), JCo»)] 


(6) fipo) > Vex Cav min{lu( pig) SC ps9)} 
y L 
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成 立 , 则 有 :(1) v 是 Ca) 的 最 小 解 ， 并 为 (的 的 最 大 解 ; (2) 
v(tp,9) 是 (a),(68) 联 立 起 来 的 唯一 解 。 

证 先 证 (1)。 由 定理 5.3.6 可 推出 vy DRED) ,而 定理 
5,3,7 推出 v(tp,9) 为 其 最 大 解 , 类 似 可 讨论 (a). 

再 证 (2)。 HERB 满足 (a) 及 (5)， 由 (1) 推 出 fov > 
uv(p,9) 之 f{p,q), 故 (2) 显 然 成 立 。 证 毕 。 

还 可 证 下 面 的 结论 。 

定理 5.3.9 vtp,9) 为 如 下 方程 组 ; 

| gpg) = ya max {ulp:q0) gC psg)} 


(b) gC p.q) 一 Cavmin{u(p,9) ,gCp.q)) 


的 唯一 解 。 

证 AFv DKF oq AGMA 

v(b.q) < Vex max {u(p5q),v0€p,q)} 

并 由 定理 5. 3.801) 推出 vw 满足 ta')。 类 似 可 讨论 (51), MEF 
gp QimE@ Rb ).gRF p AUNAT q AL, EIERE 
定理 5. 3. 8 eH Ca) RCS) BE VA B ARE FE C2 HEM EE. WE 
毕 。 

由 定理 5.3.7 后 的 推论 及 定理 5. 3. 9, 便 给 出 定理 5. 3.4 的 
证 明 。 

FIT ICU SORE. 

定理 5.3.10 在 前 述 诸 定理 的 假设 下 


i = VEA — 4) S wIp.q) — vl psg) 


Vn 
gu. cy TIT ca (5. 3. 10) 
fn 一 


显然 由 定理 5.3. 8 及 其 对 偶 , 便 可 得 到 本 定理 ,其 讨论 与 &2 
中 的 相仿 ,实际 上 收 化 的 界 为 1/ V7 , 它 是 最 好 的 情形 。 


188 


下 面 再 讨论 max min 与 min max 诸 量 。 考 虑 G..(p.q)> fff Go 
G) ,可 定义 甲 的 策略 (参看 $2), 此 时 引入 。 

定义 5.3.2 车 f(p,q) 满 足 ;(1) 对 乙 的 所 有 策略 fr,Y 60, 
IN 及 甲 的 策略 ,使 对 一 切 aN. E Yo.) > f (pig) —€; (2) 
V £220.3 N (e) R3 rt.( 乙 的 策略 ) ,使 对 甲 的 一 切 策略 o, 及 一 切 
n>N EA Y Gino LSD te BER FO q228 Go Coa) B 
min max. £i ER SG ORE CHAE G- (p +g) FAT RE ARLE CE 
甲 得 到 的 ) 最 低 的 支付 。 

类 似 的 方法 可 定义 max min, a RH. = max min 与 
min max 相 等 时 称 Gp,9} 有 一 个 值 。 此 时 可 证 : 

定理 5.3.11 GC(p,9) 的 min max 等 于 是 Vex Cavu (p.q) m 
Ga Cp q) F] max min 等 于 是 CavVex uCpsq). 

这 个 定理 将 分 数 步 证 明 , 即 先 证 乙 可 保证 VexCavutp,9)。 它 
茜 于 如 下 事实 : 若 乙 可 保证 ( 甲 获取 ) 某 个 f(p,q), 他 同样 也 能 保 
下 Vex/ (p+). 因此 我 们 应 先 证 : 

定理 5.3.12 ZE GQ PARM zo 使 对 于 每 个 8, 存 在 
六 ,使 对 于 申 的 一 切 策略 o 及 一 切 n2 NB 

r,(0.T9) < VexCavu(p +4) +e 

证 若 乙 不 知 他 目 己 的 信息 ( 即 r), 并 采用 了 NR, SR Go 

(p,q) 由 于 缺少 一 边 的 信息 而 赔 化 为 对 策 Ge (9) GO Hope ft 


O BA AOSD g 4*, 并 且 概 率 p 是 在 K 上 的 分 布 。 而 定理 5. 
2. 17 说 在 此 对 策 中 乙 可 保证 Cava Cp qD dt uCp dé G (D 
《p) 的 值 。 在 其 中 乙 限 于 他 身 己 的 NR 策略 ,由 此 得 到 wu(p,g)=u 
(p,q) 并且 乙 可 保证 Cav wu(p,9) ,使 用 引 理 5. 2. 13, 他 可 保证 Vex 


Cavu《p,9), 更 进一步 使 用 定理 5,2,16, 可 推出 存在 一 个 与 E€ XX 
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的 策略 r, 它 可 保证 支付 为 所 要 求 的 。 证 毕 。 | 

注意 此 结果 比 定义 5,3,2 中 (2) 要 求 的 强 , 因 为 的 构造 不 涉 
及 c. 然而 乙 使 支付 不 可 能 更 多 ,此 事实 之 证 明 简 述 如 下 :知道 t 
后 , 甲 可 在 每 一 阶段 计算 o. ,并 在 阶段 N 为 充分 大 时 采用 NR ,以 
便 尽 可 能 利用 他 关于 信息 的 最 大 总 量 , 而 在 以 后 的 情形 中 , 当 乙 也 
采用 NR 时 也 是 如 此 。 甲 此 时 可 得 w(p,gwx) ,从 而 能 得 到 Ca ps 
qax) ,此 时 他 的 期 望 支 付 将 是 : 

E Cay u(p.qu) Z2 Vex Cavu (p,q) 

故 断 言 成 立 。 

现 再 引入 以 下 记号 。 由 引 理 5. 2.6, 可 知 对 一 切 c,r, 有 

Ep ene PN 一 qu) < Sr a — q) 

对 于 给 定 的 + 及 >o, He aN 已 选 定 ,使 得 


Eg es = geo 


r mal 


> sup pu m. —q'-—s (5.3.10 

MA NRL BY NR 策略 集 , 即 使 得 YA.Y m, CRUS 
Ges yes 2s ps OLD. FATE qu SURE or Ain ine 当 我 
(HHoENRRKE oH RERSY PIECES. tile, 是 由 
Smo had =S% Chas V m. V A, PE. 

WIZ oo ENR. ,并 设 入 满足 (5. 3. 11) ,可 证 ， 

518 5. 3. 14 ”对 甲 的 每 一 个 与 o, 直到 阶段 N 重合 的 策略 v. 
可 推 知 对 一 切 nZN ,有 

EC»: — QD x Me 


YE (EHI Cauchy-Schwartz 不 等 式 , 可 得 


ECS lq —« Dx CECS (qi — 230 MI 


< SMES Sg,, = mnM Ve 
这 是 因为 由 m 及 N 的 定义 ,可 得 
BLU nn — 1 «e 
之 故 。 证 毕 。 n 
定理 5. 3. 15 ”对 乙 的 任何 策略 RE EDO EN Reo 


¥,(o,7) > Vex Cav u(p.g) — E 
e b 


证 We oO eRe EN Og XLLBID3ESELACF P m P SERE 
o: (DAF E 六 ,采取 oo OAF 0, BNR. ps — p fh 5! BS. 2. 
”13, 引入 pA RE: 
2 À uCpi,qu) = Cav uCp,.qu) 
: 


2j) = 1 


= A, Ê: = 
(DE & Bog. PE DOv ai) PURER A Cor / POERBUS E DU 
Eb sr ATF mN pae LU 
gat) = D, Pi qus AM Lm gus A COO 


> Ds A Cpt, —C», En dass — Gl) 


其 中 A Ci) 24 pl A*, 由 引 理 5. 2. 8, 便 得 : 
Zia ptu) ZR b QN Si A’ (pte 


— CSE, daa: — Gal) — CD} lan — csl 
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由 于 s E DG sq PH» H in NR MLS qi s A pin De 
rad ,现在 有 
Enlulpi,qn)) = >) A ulhar) = CavuCP qu) 
> VexCav ulpan) 
以 及 un: 


EC(VexCavu(p,qu2)J zz VexCav u(p,q) 
4 $ T Ld 
利用 引 理 5. 2. 6, 可 得 : 


Mn 


m e ; C 
Na 202,6 ad) « Ie) 


r me 


所 以 对 此 首 十 N 个 阶段 的 平均 期 望 支 付 是 : 
rn+ (OT) 之 Vex Cavu (p, q) 一 = fF 二 4» 


-Cn <= CN 
CN Fn M C N+7 


现在 对 每 个 >o AR e (iE (8 C V Me«ce/2, ll Noo AEDA N 
使 n2 NETBETEH 
4-9 - z 
n E 二 n 一 2 


TE 
推论 BH 
Cav Vexulp ,9) 一 Vex Cavu (p.q) (5. 3.12) 
时 GCp,q) 有 值 。 
最 后 还 应 指出 ,存在 没有 值 的 对 策 G- (p,q), 这 只 要 举 个 不 
满足 (5. 3. 12) 的 例子 ,例如 
0 0 0 a e (i -1 1-1 


A! = ， 
= als “=r 0 e 0 0 
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a 


A! = 


便 是 一 例 。 


0 0 0 0 


$4 序列 对 策 


本 节 讨 论 一 类 特 呈 的 对 策 一 一 序列 对 策 (Sequential games). 
其 中 局 中 人 轮流 选择 策略 EB PE A‘ CAPR SO GER ai; kE 
K€ (1, Lhr€R- Gs M} EI= {1 LP FEF = OL 
ew) ,对 每 个 PEPER SEX n 阶段 对 策 G,(p,9) 如 下 ， 

(1) 在 阶段 0, 柄 会 选择 & 依 概率 p 进行 (相应 地 ,r KEE q 
进行 ), 并 且 甲 (相应 的 , 乙 ) 知 道 了 信息 (与 $3 中 阶段 0 相同 )， 

(2) 在 阶段 m, TE a ES E hom Ga tiui eio JR 
在 I 中 选取 im， 并 把 此 选择 告诉 乙 。 在 ha= Ci (hen uisi s 
乙 在 J PRR ju TE hus RAS HBA. 


(3) 在 阶段 ,里 从 乙 处 所 得 总 量 是 二 之 Ja$;, ,另外 ,有 关 对 
策 的 规则 都 是 双方 共有 的 知识 。 

用 vP DRR G.Cp,9) 的 值 ,并 记 v(p,q) =lim vlg). $ 
然 ,通过 在 每 个 阶段 将 乙 的 策略 进行 规范 化 ,可 以 得 到 8 3 中 的 情 
形 。 支付 矩阵 BY RANGERS | A REXY y maios HP 
7 了 = GD) 了 CD) 。 事 实 上 在 这 种 情况 下 信息 矩阵 不 是 标准 的 ， 
因 甲 不 知 乙 所 使 用 的 全 部 纯 策 略 一 一 即 向 量 j. 但 不 论 如 何 ,由 于 
支付 对 某 些 了 及 了 一 一 它们 使 7G) 一 世人) 一 是 相同 的 。 故 可 
-假设 一 切 字母 为 相 异 。 这 里 总 假设 甲 是 追求 有 最 大 效益 (支付 ) 者 。 

先 考察 G,(p,q) 中 的 策略 。 甲 的 策略 为 :0. 二 (oj)ex, 其 中 民 
= (s$ )icwcn SEAR mist Be He KS) ORT ERR 
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布 的 集中 的 函数 ,对 于 乙 , 此 时 有 := 一 (ces 其 中 二 
diena BOE mot, EB He = UX) xT 到 J 了 上 概率 分 
布 的 集中 的 函数 。 BRSLA s; — Cs ae xot = rer FIT NR 对 


KE 


类 似 $ 3, 当 甲 和 乙 在 对 策 G(p,q) 中 使 用 NR 策略 时 , 称 之 为 
pcp,q) 对 策 , 此 时 支付 仍 为 4 (og) = Zap q' A" Flu Cp ie 
4(P,g) 的 值 ,由 于 对 策 是 序列 的 , 故 
3" uCp.q)— maxmin > p’ gq’ aë (5.4.1) 

先 讨论 一 边 缺 少 信息 的 情形 。 | 

车 R= (1) CL $ 2), 故 甲 一 一 追求 最 大 (支付 ) 效 益 者 ,也 是 得 
到 信息 的 人 , 且 是 首先 进行 行动 者 。 利 用 定理 5. 2.7, 可 知 对 一 切 
ns A v. Cg)Z2Cav u Cp) SMR ,有 如 下 结果 : 

定理 5. 4. 1 vi (p) =Cav uCp) 


证 HA v Cav #(p) 当 甲 、 乙 双方 分 别 采 用 5 40 n 时 , 计 
算 GCCp) 中 的 期 望 支 付 如 下 : 


def - i ` 
gy Cu 0) = asst) 一 >, St, pras 
Es fejek 
也 即 
g(sst) = Sys) LO) pial, 
Fajok 
Ep GG) = 2, pH GO) 3EXEBEA Bi SG 950 HY GE p= p^ àCO/S 
Gi) ,从 而 
g(sst) = >) 5G) 2,07) Dypt al 
tod k 
也 即 对 一 切 so 
min g(s.t) = sG) min >) pf al, « SG) up) 
f i į k 4 
B. si) p=p 及 之 5G) 一 1, 由 此 推出 对 一 切 S fimin gGuDx 
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Cav (p), TE. 

推论 ”对 一 切 n. v,Cp) —Cav u Cp) ML. 

证 定理 5.25 说 明 序 列 w 是 减 小 的 ,并 县 定理 5. 2. 7 说 明 
vZ2Cav u, 所 以 推论 的 结果 可 由 上 述 定理 直接 推出 。 证 毕 。 

此 时 当然 有 lim v, Cp) Cav uCp), AHE- TE APR SEXT n 
为 一 常数 。 

此 性 质 可 使 我 们 在 Gn — 9 对 甲 的 优 策 


LITT a EE 2i Jp hap, 24 A uCp)) =Cavulp)s 
H34 ABBE. PE DOO + ARS A Cof / p' 0 396 FH DU Ri. BY 
NR 稳定 策略 x, 的 优 策略 。 

定理 5. 2.14 推出 这 个 策略 能 保证 在 每 一 阶段 可 得 到 一 个 大 
F Cavu(p) 的 支付 。 

现在 构造 乙 的 优 策略 ,此 时 准备 使 用 定理 5. 2. 15. 1$ HH 


” Cave 在 p 处 的 支撑 起 平面 , 它 由 aC R^ 确定 。 作 集合 S—IBER', 


Pd kEK},ERF ORAL RH 5,2,16). ee 


， 理 5,2,15(2),S 不 被 转 所 排斥 (读者 可 自行 证 明 ), 特别 对 于 每 一 


着 ,如 第 ;着 有 :Ri()=Co{ay;j€EJ) BP ay =a rex S 有 一 
个 非 空 交 。 从 而 存在 上 ,使 得 ,xj7)an 属 于 S ,并 从 而 推出 对 一 切 
242,450) ah < ae p = Cav u(p) 

“读者 可 以 自 己 试 证 之 )。 乙 在 G,(p) 中 的 一 个 优 策略 是 :对 所 有 i 
Em, i-i Wt, A) ==t,; 这 些 策略 显然 产生 了 GCp) 中 

的 最 优 策略 。 注 意 一 般 说 来 , 若 o 是 GCp) 中 的 优 策略 。 
c, EE o XE G, Cro HP B5 E i 3E 78 — 5g dE x UL if 230 — 27 IL - 
E go 在 C,(Cp) 中 为 最 优 , 这 时 没有 在 Co PRE o ,其 在 
cp) 中 的 限制 与 mw 重合 。 关 于 乙 可 仿 此 讨论 。 
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再 讨论 两 边 都 缺 信息 的 情形 ， 对 于 序列 对 策 , 先 推 证 关于 v 
的 弟 妇 公式 ( 它 比 一 般 情形 要 简单 些 )。 

定义 5.4.1 B&Q EE vi Clg APPIR E n 
PERT FE GO o PER — Bt Ex ROR FR as iGS, 
V AF. 

定理 5.4.2. v. Cp.) —Cav max v) Cp sq) 

证 iacl BRA ul Mn v. 关于 p NIU. 
ax v,2-Cav ax tn. 为 要 证 其 他 不 等 式 , 我 们 把 双方 在 Gr (p,q9) 中 
的 策略 规范 化 。 为 简化 记号 ,把 Ste i FHA ICE BP. 
策略 记 作 ct Ay 若 甲 使 用 Gor) GEFs. x2) 而 乙 使 用 y, 
在 G.(p,q) 中 的 期 望 支付 为 (记号 见 NR 对 策 ): 

VAST) = >) CG) pt qx BY y= >) 5G) pla’ zt BY y 


Peker 


因为 由 定义 ,min 之 J pig aH BE om (ping) KERN: 
minY,(s,x,y) x > sti) vpi,9) 


Tekur 


< >) sG) max vi (pq) < Cav maxv, (p,q) 
d jE È i 


ndn 
证 毕 ， 
推论 
nv,Cp,q)— Cav max Vex min{ p pHga 
» E 4 d k.r 
+ (n — Dv.iCh.q2] (5. 4. 2) 
证 实际 上 与 上 面 一 样 ;有 vi (pq) = Vex min ve! Cpg) I 
TER TB EG). BT 
nuii psg) = >) pq ak + (n— D wa 
ksr 
Æ $ 3 中 ,序列 w 不 是 单调 的 ,但 此 时 却 有 : 
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定理 5.4. 3. AFAR ART FIRMA. WAT -H nE 
PxQ LF UnC D sq) Zv: pq) 
证 ”我们 利用 (5, 4,2) 为 简单 计 ,将 记号 简化 为 :Cav SEC. 


Vex 写作 V ,max 写作 M min 写作 m,itid Scio ete 2, 
p'q at. EXE 
2v; C(p,q)— CMVmGS Ci jsp) + u,€p.9)) 

= CM(OVmSG,.i.b.92 + vCP,q0) 
由 于 :(1) Vex€a+6)>Vexat Vexb OU] — 9] PX Q—R 的 函数 
a,b RL) EB. v. 对 一 切 2 关于 q AOE 
2v; Cpg) Ze CUMV msG ,j« P.92 + viCp 123 
把 函数 MVmS (jp DiI 2.6.9) EUR vi —cgi. 现在 注意 : 
( 22CavCa - zCav Ca)) = (1 -+z)Cava X] — Hay Po Q—R 的 函数 
a. —U) t€ RMI) PL 2e; 29vi s WEIR v. zv. 于是: 
Gt + Dv, Gu) = CMVm(S (i,j, p,q) + nv (pq)) 
= CMVm(SU,j,p.¢) + Cn — Dv, abs? + vp,9)] 
> CM (Vm[SG.j, p.a). + a — Duna] + v. G9) 
这 是 利用 (1) 得 到 的 。 现 在 引入 : 
gC) = MVm[SG,j.p,q) + Q1 — 1)v,-1(p,9)] 
由 于 nv. 二 Cg,, (2) 可 推出 : 


(a+ Dei p> Cleea) 十 Cg. (p,q)) 


= (n + 1), (p59) ie 
特别 , 当 考 虑 一 边 缺 乏 信息 的 序列 对 策 时 (其 中 得 到 信息 的 局 
中 人 是 先 采 取 行 动 并 追求 最 大 利益 者 ), 已 知 v, 是 减 小 的 (正如 
$ 2 中 所 描述 的 所 有 的 一 边 缺 少 信 息 的 对 策 一 样 ) 。 而 另 一 方面 w 
是 增加 的 (本 节 定 理 5. 4. 3) , 故 序列 关于 n 是 常数 , 它 是 定理 5. 4. 
1 推论 的 另 一 证 明 。 
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(ES 3c CEH 5.3. 10) 给 出 w 到 limw, 的 收 襄 速度 的 界 是 


Ot/Yn), 并 且 它 是 最 好 的 界 。 对 于 这 个 序列 对 策 , 实 际 上 有 如 
下 结果 ， 

定理 5.4.4 在 上 一 定理 假设 下 ， FE EREE Px E 
XpP—U])»5.É 


OS v(P.q) — v,Cp.4) & — 
并 且 它 是 最 好 的 界 。 
证 ”对 每 个 i€E1. 引 入 (p,q) 二 一 mS(i,j,p,4) ,fi 是 连续 
的 且 关 于 p 与 4 为 凸 ,再 设 
fab) 2a Fike. a) 一 工 


He LER RRB E PX LA viOuDEVGqIHT I, 

q) SE 5X v ARvikPxQ LAA LEE nv, (p o) nup, 

9) 十 fp,9), 再 次 利用 (5. 4.2) 188: 

Cn + lt Cp qo CMmES Ci, jpg) + f€p.q) + nv, lpg) ] 
> CMLV (MSG, jsp) + F(psq) + nv(p.9)) 

由 于 定理 5.3. 4 中 ,关于 v(p,q) 的 表达 式 ; 可 见 v KF GHA. dH 

由 构造 方法 mS Gj pat (oq) DAD- Ly RUCK 

i fed 


于 gq 仍 是 是 的 ,从 而 

G DuC.) > COMmSG,jp.q) + fipa) + nv(pig)) 
再 利用 (5. 4. f8 48 MmSG.j.pogo =u pig) ;所 以 

Cat leit preg) zz Clulp.g) 十 SCpsq) + nv(p.q)) 

利用 对 PXQ>R 上 的 一 切 a,6b5 有 Cav(a +b) Cava 4-Cavb 之 事 
实 fE asut] +n. i b= fit E 

n + Dv; Cg) Z2 Clulpsg) + nv(p.q0) — CC— f(p,9q)) 
X[—fXT 2m. 
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G + 1v, (p39) >È Cila + lminte (pq) ,v(tp,9)) 
NM - Jipa)? 
故 利 用 定理 5. 3. 4, 得 到 
Gi + Wye (Pog) E a + Dolpa) + fi.» 

了 是 有 界 的 , 且 v, 为 增加 ,从 而 证 得 结论 。 证 毕 。 

下 面 的 例 说 明 它 是 最 好 的 界 。 

例 设 尺 ={1} ,R= {1,2}, 这 是 一 边 氧 少 信息 ,但 得 到 信息 
的 局 中 人 第 二 个 采取 行动 且 为 追求 极 小 者 ,并 设 : 

ee 
1 —2 0 1 

并 设 ulg) v GD v GREEN: 
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z r,(g) : 


1 
0 2 1 
一 TR 
2 víg) 
图 5.4.1 | 


注意 以 下 函数 可 知 0) — C5) 一 宛 , 这 就 说 明定 理 的 断言 。 


$5 一 些 其 他 课题 


1. 首先 讨论 选择 概率 相依 的 情形 。 这 是 Merten 与 Zamir 于 
1971—1972 年 讨论 的 。 回 忆 在 8 3 中 两 边 都 缺少 信息 的 情形 , 若 选 
择 概率 人 ,不 再 互相 独立 , 便 是 这 里 讨论 的 问题 。 设 (44) kEK 
= {1,2,…, 工 ) 是 17|X1J| 的 支付 矩阵 的 有 限 族 ,并 设 p 是 在 K 
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EASES A MEK 划分 作 如 下 两 个 部 分 ,其 中 工 对 应 于 甲 ,1 
对 应 于 乙 ， | 
Ki = (Ki ye Ki KA), 
= {Ki ve NI ens KES 
现 定义 重复 对 策 C,(p) 如 下 :在 阶段 0, 依 分 布 p 选择 ,并 把 a & 
知 甲 把 告知 乙 , 其 中 KE KIN KS ,然后 再 按 $ 3 的 方式 进行 对 


策 。 在 阶段 之 后 的 支付 为 二 之 1.p* at, BEA K 作 一 解释 。 若 设 
k— RD. p EREK XK, LN—-TBRSHEE. BRIE L— 
Li XL, iX H A=L,,B=L;,, H K! = (Chk, she EK} Ki = 
{Cy Di € Ky} ,这 时 每 个 局 中 人 在 所 论 对 策 中 按 各 自 的 类 型 
而 进行 对 局 ,在 § 3 中 所 说 的 相互 独立 的 情形 是 pU e = phy) 
prCk,) 。 
现 引 入 相应 记号 与 定义 , 设 %Y' 是 K' 所 生 的 o 一 域 ,定义 在 
K 上 的 函数 f, 若 它 关 于 OC 是 可 测 的 (如 在 每 个 K， 上 了 为 常 
数 ), 则 称 了 为 1 一 可 测 , 类 似 地 可 定义 了 一 可 测 , 这 里 1 对 应 于 
B. I 对 应 于 乙 。 再 设 卫 为 R* 的 单纯 形 , 对 每 个 pE€ 1P?, 引 入 了 的 
两 个 凸 紧 子 集 如 下 : 
H, (p) = {a p| 5) € P, RP p) = a, png Y — 可 测 } 
(5.5. D 
HH, (p) = (£pI(QU7 p) € P, ACR’ p) = Bip, BS I — BTM} 
(5. 5. 2) 
而 一 个 由 忆 到 RR 中 的 函数 ， EXT per, XT. Co) 的 限制 
是 止 的 , 便 称 该 函数 是 工 一 目的 。 类 似 地 可 定义 1 一 凸 。 最 后 ,对 
每 个 f.P—R, Cav 了 是 将 己 上 大 于 或 等 于 了 的 工 一 凹 遂 数 中 最 
小 者 、 类 似 地 可 知 Vex 的 含义 。 
定理 5.5.1 v. i I 一 四 及 TET 
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*EPRESUEH] S4 $ 2 中 关于 wGOXI—UIndkE P EXE 
WE, RPEN (OPR p; K pe 剩 下 来 只 要 pei GO BUR 
对 一 切 a€ A. pit la) — PC la) XE — 9] & RW FH dH UU TELE v= 
Une 

Fiss ela K& c.c ll ER ME [一 可 测 及 

I 一 -可 测 的 ,递归 公式 及 定理 5.3.3 均 可 自然 地 作 相 应 推广 ,NR 
对 策 也 可 佑 $3 定义 ,但 它 取 D(p) 一 之 pt A ZH. 

和 $3 相 比 ,主要 差别 来 自如 下 事实 : 即 pu 不 能 分 解 成 p» 
CEE p'oa I hu. 的 函数 ) 和 pL COE pc Rh. DR. Bea 
JE 39 s. 是 NR, 便 可 推出 pan E l1. Co ,也 有 即 对 一 切 5EB， 
Pa Gb) p. CE JO) WORT EB 5. 3. A 可 推广 为 : 

定理 5. 5.2 lim v,(p) 存 在 , 且 为 下 述 方程 组 ， 

| | v(p)-m Vex maxí(u(p),vCp?) (5. 5. 3) 


ul p)= Cav min{uCp),v(p)} (5. 5.4) 
的 唯一 解 。 
其 证 明 仿 $ 3. 
类 似 地 ,可 推广 定理 5.3.11 JJ: 
定理 5.5.3 Ge Ceo rf min max fé VexCav up) fit Hmax 
min 是 CavVexutp)。 


HERA f; § 3. 

$ 4 中 关于 序列 对 策 的 结果 也 可 作 相 应 推广 ,如 定理 5. 4.2 
可 推广 为 : 

定理 5.5.4 v, Cp) —Cavmax v. Cp) 

2G RR AUR XII RBPEUL. BEES 2.06 
处 与 32 中 模型 的 差异 是 ;现在 局 中 人 在 每 个 阶段 x 关于 双方 的 

行动 对 G+js) 不 再 得 到 信息 。 确切 地 说 ,在 对 矩阵 族 A 给 定 两 个 
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tb $583 |X |J| 的 矩阵 族 Hi HS RE KREBS pte 


KEOS $2 相同 ,而 在 阶段 mr 以 后 若 选 择 上 ,并 假设 已 执行 了 


《imrjm) s EEF Hi Cine ind ;告诉 乙 AY Gjs)。 所 有 以 上 规则 
都 是 双方 共 知 的 。 而 信息 矩阵 可 以 泄露 对 手 的 行动 或 机 会 着 的 有 
关 信 息 。 
假设 每 个 局 中 人 能 记 住 他 自己 前 面 已 采取 的 行动 , 即 
PFPA FAB), VAhk,j,7 
JESH G, j) AHG), VERGE 
现 将 H REK 的 诸 元 素 看 作 是 R WREE, KE H, 是 出 现在 
Hi 中 不 同 元 素 的 个 数 。 类 似 地 可 解释 H5. 这 类 模型 首先 是 Au- 
mann 及 Maschler 提出 的 。 而 当 WIG. p= HA G, P=aG A.W ks 
i,j 时 便 得 到 § 2 中 讨论 的 情形 。 这 种 情形 叫做 标准 信息 的 情形 。 
与 $2 相 比 ,其 主要 变化 与 NR 策略 有 关 。 在 $2 中 NR 策略 中 对 
于 得 知 信息 的 人 在 其 使 用 信息 时 便 会 暴露 其 信息 ,但 在 这 里 却 不 
BRUT. 确切 地 说 ,这 是 由 于 信息 矩阵 之 故 。 现 在 的 问题 是 这 两 
个 概念 中 的 那 一 个 才 更 适当 ? 回顾 $ 2 中 的 证 明 , 应 认为 第 二 个 概 
念 更 为 确切 ,把 信息 泄露 给 乙 起 了 关键 作用 ,它们 确定 了 后 验 概 率 
bu 的 序列 。 而 3 2 中 关于 G, 的 策略 的 确定 也 可 推广 于 此 ,不 过 现 


ER st, fb CA" Ba 上 的 ?概率 集中 的 函数 ， 类 似 地 可 


对 乙 作 相应 描述 。 

A E GC p) PHIRI o FE NR RA i) LAE ZH LE: 
策略 ,HS GA RAT HI pro Re MRS, Xk 上 的 概率 
是 独立 的 。 即 p^ p^ 2-0 可 推出 对 一 切 i, j h A Prob GS Gj) — 


h |) — Prob CH*, G5) —h | E) BRE pt p 750 FEM 2 eG) 


H^ G sms 


24 cO) 3—HU A X RY. BE H AGE th o 所 诱导 


出 的 概率 与 无 关 , 于 是 我 们 定义 
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a| = Co), Alot K EATER) 
TH pt P > o EHE ot H, = m H* 成立 } 
RE A ALE 五 ,上 的 概率 的 [JJ 一 向 量 。 注意 NRi(tP) 可 以 是 
空 集 , 例 如 pt. p" 之 0, 而 所 有 在 HA pE HA peA 
异 , 便 会 出 现 此 情形 。 然 而 对 单纯 形 P 的 一 切 极 点 po NRH 
是 了 上 的 所 有 概率 的 集 , 最 后 易 刚 NR;(Pp) 为 一 凸 紧 集 。 现 将 对 策 
GCp) 中 甲 的 策略 中 限于 取 NR CP) RGB A (CP), 并 把 
它 的 值 记 作 er) ,并 规定 若 NR UOS D, W uele) = eo Et 
可 把 $2 中 定理 5. 2. 10 PAC). (2) ERE 8. 5.2. 17 加 以 推广 , 即 

定理 5. 5.5(Aumann 及 Maschler) lim v,Cp) ER vo (py yyy 
f£. Hlim v, (9) —v.. (5) —Cav ulh), 

证 om. l 

关于 ov. 的 讨论 与 有 关 概 念 与 $2 中 相应 内 容 相似 ,或 作 小 修 
改 , 读 者 可 参阅 有 关 文 献 。 

最 后 指出 收敛 速度 的 界 为 c/ V n ,如 Zamir[1973j 给 出 例子 : 
v.G0—Cavu (2) S OG / Y n ), 而 在 k=2 时 上 且 H^ =H 的 情形 ， 
SY ANR (P = Olt, KB Sn SUE BE A OO/n1^) ,而 在 其 他 情 
eat OC /n'") ,注意 HY 未 在 NR; (A) 4) EX PG BR. BELA lim 
Uv, 及 ve 关于 H* 是 独立 的 ;然而 Ua 却 常 随 H^, 而 变动 。 

若 设 上 述 对 策 序 贯 的 进行 , 甲 先 采取 行动 并 使 用 混合 策略 ( 即 
FER o, 忆 了解 + AY ,并 设 乙 使 用 =r, 在 阶段 1 时 的 支付 将 
是 之 p' oA* 7)。 车 把 这 样 的 对 策 的 值 记 作 o (P), Kohlberg 
(C1975) 证 明 w(p)= 二 ww,(p) 二 Cavulp)。 此 结果 是 由 如 下 之 事实 得 
到 :在 阶段 1 混合 序列 对 策 中 泄露 的 信息 实际 上 是 乙 期 望 在 无 限 
阶段 对 策 Go (z) 所 获得 的 信息 。 

3. 再 考察 两 边 都 缺乏 信息 时 的 信息 矩阵 。 在 一 般 情形 下 可 建 
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NRCP) -i 


立 以 下 模型 5 记号 均 见 本 节 ): 
A, Hi, HA k EK, pEP,K',K' 

并 设 在 阶段 O E PFA Hr ERRA TERT E m 之 后 甲 ( 相 
REND, P RB HIG ,jm2《 相 应 的 , 乙 知 道 HA Chas fm) 

关于 此 类 情形 尚 无 一 般 结 业 , 也 没有 给 出 递归 公式 , Mertens 
及 Zamir (1976) 给 出 一 个 这 类 异型 之 例 ,证 明 存 在 minmax 及 
maxmin。 但 却 不 相同 。 

下 面 春 黄种 特殊 情形 ;(1) 具 对 称 信息 的 对 策 ;(2) 信 息 挫 阵 与 
无关 的 对 策 。 

先 介绍 对 称 信 息 对 策 。 它 对 应 于 K'=K'=K 的 情形 (两 边 
都 缺 信息 ,但 没有 关于 个 人 的 信息 ,两 局 中 人 只 知道 p 的 选取 )。 
Xt— k HA =H BO iz) RAS MAG. PAG. jO 
双方 了 解 其 对 手 先前 的 信息 ) 。 注 意 在 这 种 情况 下 信息 矩阵 并 未 隐 
藏 什 么 “行动 *( 即 “着 ”) ,并 且 还 会 暴露 & 的 信息 ,此 时 有 如 十 结 
X. 

定理 5. 5. GCKolhberg 及 Zamir) 在 上 述 假设 下 lim v. 及 v. 
均 存在 且 相 等 。 

定理 的 证 明 与 其 “吸收 状态 ”labsorbing state) 的 重复 对 策 的 
一 般 结果 有 关 , 这 里 吸收 是 指 在 支付 矩阵 中 的 一 些 元 素 是 吸收 的 ， 
其 含义 是 一 旦 达到 某 个 支付 ,那么 剩 下 的 所 有 阶段 ,元素 都 将 是 相 
同 的 值 )。 在 这 些 对 策 中 若 局 中 人 双方 知道 先前 的 “着 ”( 即 行动 )， 
limv, Rv. f£ ££ FAS. 上 面 定 义 的 对 策 是 这 类 对 策 的 特殊 情 
形 , 因 在 阶段 m 所 宣布 的 字母 与 无关 ( 即 对 一 切 R,H*(i,7)==H 
G2) ,对 策 是 简单 的 重复 ,而 若 不 是 上 述 情形 ,对 策 便 将 赔 变 :此 
时 KK = {k HCG =H), ÝE pe pee LSB. 

再 看 第 二 种 情形 ,此 时 H‘ =H, ,H', =H, 5 XX. 可 
仿 本 节 MENR CORN, GO ,但 在 这 里 上 述 集 总 是 非 空 , 且 
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5p 无 关 。 而 在 G1(p) 中 当 甲 (相应 的 , 乙 ) 限 于 NR 策略 (相应 
的 , NR 策略) 时 对 筑 的 值 为 utp), 仿 本 节 工 ,33 中 大 多 数 结 
可 在 此 推广 ,特别 定理 5.5.2 及 定理 5.5.3 可 类 似 的 推广 ,但 证 明 
更 加 复杂 ,而 收敛 速度 为 : 
lv, Cp) — Cavu(p)| <OU/ V n) 

它 是 一 种 好 的 估计 。 

4. 正 态 分 布 及 重复 对 策 

BIET S 2, 注 意 $ 2 中 一 个 例子 : 


3 — ]1 | 2 pn 2 
R - | 
一 3 1 一 2 2 
甲 得 知 信息 《标准 的 信息 }, 利 用 定理 5. 2.10 及 引 理 5.2.12 可 得 
C'(p) < < CE) 
< v, lE) Su m 


于 是 问题 从 而 变 成 是 否 有 w noL (pK, 
定理 5. 5. 7(Merten 及 Zamir,1976) ”在 此 对 策 中 lim 
(o4), = 
Op) = 


exp(— 2D exp(— Tad =p 


| E: pz ~ | 
这 说 明 Ynwv,(p) 的 极限 是 正 态 分 布 的 密度 函数 ,为 证 Vn v(p) 
«eC», RT E RI SEE 5. 2.8, 它 给 出 ga Sn tO Ew Anti Po | Ds 
Eip, p =pl ia dp 可 得 


UCP) Ss mn a | O, Se Pm |) 


nat 


(IB v. Cp. 23 EC pus pa DER ps 的 变 差 , 它 在 [0,1] 
HAR FAA p, AEM CIdte XO). Mertens 与 
Zamir EPH (1977) 
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dim sup- 
--— Xp 


=u CZI = OP). G9) 


出 此 可 推出 结论 ， 而 反 向 不 等 式 可 利用 定理 5 2.11 及 递 推 公式 。 
于 是 Jn v, 可 由 满足 类 似 的 泛 函 方程 的 函数 ww 使 之 劣化 ,并 可 
fe Hliminfw, Ce) > OCp) ,从 而 得 出 所 要 的 证 明 。 

由 此 推出 与 G,(p) 中 优 策略 有 关 的 对 确 能 达到 (C6. 5. 6) 中 的 
极 大 值 。 

5. 有 限 对 策 。 考虑 具有 有 限 规范 型 不 完全 信 息 的 所 有 二 人 零 
和 对 策 ( 例 如 一 切 上 述 的 G, ,其 对 策 具 有 几乎 完全 信息 ,…), 从 而 
它 的 值 可 象 求解 线性 规划 那 祥 求 得 ,例如 在 独立 的 情形 ,利用 记 
E. r= Prob (R ĦA ik) y= Probi RA jion G PAK HK 
时 有 B 

定理 5.5. 8(Ponssard 及 Sorin,1978) v(p,9) 是 下 述 规划 


max >) qw 
st» piatm™ Gj) mv. Y hr 
ish 
m$ Yk, (5.5.7) 
ES A = 1 
j y i,k 
ti 20, 
的 解 。 - 
由 此 结果 可 推 得 : 


定理 5.5.9 2(zd) 关 于 户 是 加 的 而 关于 gz HOH. BHR 
段 双 线性 ( 即 存在 关于 了 与 Q@ 的 两 个 同 多 面体 的 划分 (p) 及 
《Q”), 使 关于 每 个 p< QO” 的 限制 是 双 线 性 的 .》 

定理 可 推广 于 独立 情形 ,并 且 人 允许 在 具有 几乎 完全 信息 的 对 
策 中 构造 双方 的 优 策略 ,每 个 局 中 人 可 使 用 类 似 于 引 理 5. 2. 13 中 
依赖 于 抽签 的 方式 ,但 它 也 钥 止 自己 使 用 来 自 对 手 的 信息 .这 样 给 
出 为 每 个 局 中 人 构造 两 个 条 件 概率 及 线性 流 形 的 序列 ,他 们 的 期 
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望 能 保证 每 个 阶段 的 值 。 

重复 对 策 还 有 许多 研究 课题 ,如 计算 复杂 性 ,有 长 期 合同 的 重 
复 谈判 对 策 , 耗 散 重复 对 策 等 ,并 已 应 用 在 经 济 研究 之 中 ,可 以 说 
重复 对 策 已 成 为 对 策 论 中 一 个 吸引 人 的 研究 课题 。 
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BRB n AHR 


从 本 章 开 始 的 以 后 五 章 里 ,我 们 将 把 注意 力 引 向 多 人 对 策 。 我 
们 要 把 第 三 章 的 有 关 梳 念 和 理论 推广 到 这 种 更 加 一 般 的 情形 , 但 
仅仅 这 些 推广 还 远 远 构 不 成 多 人 对 策 理论 的 全 部 ,在 现实 生活 里 ， 
二 人 与 三 人 具有 质 的 不 同 :在 三 人 的 情况 下 有 少数 服从 多 数 的 概 
念 ,每 个 局 中 人 都 要 考虑 是 否 与 另外 两 局 中 人 的 一 个 (或 两 个 ) 合 
作 起 来 联合 行动 ,这 就 使 联盟 这 一 概念 在 多 人 的 情况 下 变 得 至 关 
重要 。 正 是 这 一 概念 导致 了 多 人 合作 对 策 理 论 的 产生 。 研 究 在 允 
许 合作 的 情况 下 各 局 中 人 的 行为 就 构成 了 本 章 及 以 后 四 章 的 主要 
内 容 。 


81 非 合 作 的 情形 :Nash 平衡 点 


本 节 我 们 把 非 合 作 双 矩阵 对 策 的 有 关 理 论 推广 到 n 人 的 情 
JE ,主要 问题 仍然 是 平衡 点 的 概念 .其 存在 性 各 算法。 

n 大 (正规 型 ) 对 策 包 括 如 下 三 个 因素 : 

iD 局 中 人 集合 N-—(,2..)5 

i) 5j AHS HBG XX, XX; 

HDn PER P,P. PRAT BR) ,其 中 Pi(z!， 
xz) 表示 当局 中 人 1 采用 策略 x', 局 中 人 2 采用 策略 zx? ，…， 
局 中 人 nn 采用 策略 x 时 ,局 中 人 i 所 得 到 的 支付 。 
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这 样 一 个 人 对 策 记 为 二 (CN, LX}, OP; }). 
n 重 策 路 组 (或 称 局 势 )zx = (zl,z,…,z) 称 为 对 策 开 的 平衡 
点 或 平衡 局 势 , 如 果 对 于 每 个 IN, 
P(x) = max PG y), 
yer 


其 中 zy 一 (zoom y sal RARER x 之 下 局 中 人 i 
偏离 了 x' 而 采用 y ,其它 局 中 人 所 用 策略 都 不 变 时 所 得 到 的 新 局 
WRAL. PAPEL RAD ,如 果 任 何 单个 局 中 人 ,在 其 他 局 
中 人 都 要 维持 这 一 局 势 的 情况 下 ,都 无 法 通过 改变 其 自身 的 策略 
使 自己 获 利 更 多 。 

定理 6.1.1 对 于 nx 人 对 策 厂 =(N,{X'),{Pi)) ,如果 对 于 每 
一 EN 下面 三 个 条 件 成 立 : 

(a) X 是 某 欧 氏 空 间 上 的 紧 凸 集 ， 

(b). P, f& X'XX'xe-xX" EIER 

G) 对 于 每 一 个 固定 的 EX EXT EX, 
eur CcarsVPG'Ues.axt rite EX EWM RR. 
的 平衡 局 势 一 定 存 在 。 | 

证 dn X=X'K XX KX" h Rika) X 是 某 欧 氏 空间 上 
HENDIR., MEX be MAR D: 

Dix) = D,QD0U X DG) X c X DG) 
其 中 
Diz) = {y € XP Carly) = max Pilale} 


sEX 
BASH 2 ÆT FEAA H r dE re Dr). AMR 
需 验 证 DD 满足 Kakutani 不 动 点 定理 的 所 有 条 件 。 
首先 ,从 定理 的 条 件 可 知 D; Cx) 是 X’' 的 非 空 闭 凸 子 集 ,从 而 
D(z) 是 革 的 非 空 闲 凸 子 集 。 其 次 , 设 Geo. ByE 
Dox, n=1.2.°H DMEM 
Prty) > Pilale). VEKXViIEN 
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Ee re en a - 


上 式 两 边 取 极限 ,并 利用 P; 的 连续 性 ,得 

PiAxly) 守 P(r|ze), YrEx vie N 
这 表明 y€ Dix), WM WHET DD BS ESEXESETE, SH Kaku- 
tani 定理 的 条 件 全 部 验 毕 。 

以 后 ,我 们 只 局 限于 讨论 各 局 中 人 都 只 有 有 限 个 策略 的 对 策 
PHN USIP) EPS 表示 i 的 (有限) 策略 集 。 显 然 ,定理 
8. 1, 1 不 适用 于 这 种 场合 。 但 是 :类 似 于 二 人 的 情形 ,可 以 把 纯 策 
略 集 5S; 扩充 为 混合 策略 集 S, CE S 上 的 概率 分 布 ( 可 用 |S,| 维 
向 量 来 表示 ) 的 全 体 , 再 用 各 局 中 人 采用 混合 策略 时 局 中 人 + 得 到 
的 期 望 支付 已 代替 P;, 这 样 就 把 对 策 也 扩 充 成 允许 各 局 中 人 采 
用 混合 策略 的 对 策 DT =N, {S {PE DRAT IE GP FH. 

定理 6. 1. 2(Nash) 任何 人 对 策 卫 一 CV GS) UD BRE 
混合 策略 的 平衡 点 ( 称 为 Nash 平衡 点 ) 。 

这 是 定理 6. 1. 1 的 直接 推论 ,因为 这 时 的 X=S,* BRS 
i ay AE ,支付 函数 关于 每 个 (混合 ) 策 略 变量 都 是 线性 的 。 ——— 

关于 Nash 平衡 点 的 计算 ,可 以 把 Lemke 和 Howson 的 补 转 
HES EE n 人 的 情形 ,但 迄今 为 止 ,这 方面 的 所 有 推广 都 训 不 例 
外 地 牵涉 到 非 线性 方程 组 的 求解 ,因而 也 就 无 法 导出 一 个 切实 有 
效 的 计算 方法 。 

Bl 闭 虑 这 样 一 个 三 人 对 策 : 每 个 局 中 人 都 从 { 石 ,人 中 选取 
策略 , 当 只 有 一 个 局 中 人 选 吾 时 ,该 局 中 人 所 得 支付 为 1; 当 只 有 

一 个 局 中 人 选 7 时 ,该 局 中 人 所 得 支付 为 2; 在 所 有 其 它 情况 下 局 
中 人 所 得 支付 均 为 0. 
在 这 个 三 人 对 策 里 ,局 中 人 1 的 支付 函数 可 写成 两 个 2x25B 


HT HT 
ik H [0 0 a H ? 
T \0 1 1 0 0 
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分 别 表 示 局 中 人 1 采用 策略 HAT 时 对 应 得 到 的 四 个 支付 ,其 中 
行 对 应 于 局 中 人 2 的 策略 , 列 对 应 于 局 中 人 3 的 策略 .局 中 人 2 和 3 的 
支付 函数 同样 可 用 这 两 个 2X 258 PEE RE ,不 难 验 证 , 当 三 个 局 中 
人 都 采用 混合 策略 (w 2 一 1,2 一 v 2 ?时 ， 就 达到 平衡 局 势 ， 而 且 
这 是 唯一 的 平衡 局 势 。 

上 例 表 明 , 以 有 理 数 为 支付 的 对 策 也 有 可 能 以 无 理 数 的 混合 
策略 局 势 为 其 唯一 的 平衡 点 .从 计算 的 角度 来 看 ,这 无 疑 是 由 求解 
非 线 性 方程 组 所 致 。 


$ 2 合作 的 情形 ;特征 函数 


在 现实 生活 中 ,合作 往往 会 给 入 们 带 来 好 和 处 ,所 以 人 与 人 , 单 
位 与 单位 、 党 派 与 党 派 甚至 国家 与 国家 之 问 都 要 考虑 相互 台 作 的 
可 能 性 ,在 多 人 对 策 中 ,一 般 的 情况 是 :一些 局 中 人 看 到 与 他 人 合 
作 的 好 处 ,积极 寻求 与 别人 合作 的 机 会 ;又 有 些 局 中 人 可 能 由 于 无 
法 与 他 人 沟通 或 其 它 原 因 不 得 不 单独 行动 .为 了 便于 研究 ,我 们 限 
于 考虑 两 种 极端 的 情形 .如 果 各 局 中 人 互 不 沟通 .都 单 狂 行 动 , 那 
么 所 得 的 就 是 多 人 非 合作 对 策 ,这 已 在 上 一 节 作 了 研究。 现在 我 们 
考虑 另 一 种 极端 情形 , 即 合 作 的 情形 .这 时 各 局 中 人 都 在 寻找 一 切 
能 使 自己 有 利 可 图 的 与 别人 合作 的 机 会 。 | 

在 只 有 两 个 局 中 人 的 情况 下 ,问题 比较 简单 .因为 每 个 局 中 人 
要 么 与 对 方 合作 ,要 么 单独 行动 ,只 有 两 种 选择 。 但 当局 中 人 数 大 
于 2 时 ,情况 就 不 再 象 多 人 非 合 作对 策 那 样 与 二 人 的 情形 没有 太 大 
的 差别 。 就 拿 三 人 合作 对 策 为 例 , 每 个 局 中 人 部 要 考虑 是 单独 行 
动 ,与 其 他 两 人 中 的 一 人 合作 还 是 三 人 共同 合作 .不仅 如 此 ,他 还 
得 考虑 当 他 被 其 余 合 作 在 一 起 的 两 局 中 人 排斥 在 外 时 ,是 否 有 必 
要 通过 向 其 中 一 人 略 施 小 惠 , 以 使 之 背 信 弃 义 , 另 寻 新 的 合作 伙 
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fk. 

由 此 可 见 , 在 合作 对 策 中 ,首先 要 遇 到 联盟 的 概念 ( 它 表 示 一 
部 分 局 中 人 所 成 的 集合 ) .对 各 局 中 人 来 说 ,重要 的 不 是 他 在 其 策 
略 集中 选取 一 个 什么 样 的 策略 ,而 是 与 邵 些 人 联合 在 一 起 统一 协 
调 行 蔚 . 所 以 ,在 这 种 情况 下 再 用 对 策 的 正规 型 或 展开 型 来 研究 多 
人 合作 对 筑 就 很 不 方便 ,我 们 需要 引入 对 策 的 第 三 种 形式 一 一 特 
fr TD, 

以 下 ,我 们 取 局 中 人 集合 为 N= 二 1,2,…,n,N 的 任意 子 集 称 
为 联盟 ,所 有 联盟 的 全 体 记 为 PON), 

定义 6.2.1 x 人 对 策 的 特征 函数 是 指定 义 在 PN) EB 
PSE Sit v EP e CSO Ra RS 通过 协调 其 成 员 的 策略 所 能 保 
证 得 到 的 最 大 赢得 。 

按照 这 一 定义 ,自然 有 

v) = 0 (6.2.1) 
on 人 对 策 可 用 正规 型 表示 为 CN, CS. , UP, D BE JC TE GE iR BUE 
是 
v(S) = max min 2 P, (X,Yy), 


€ Xs »&Xy s FES 


其 中 Xs HAS 中 全 部 成 员 的 联合 混合 策略 的 全 体 ,Xv_* 是 六 一 
S 中 全 部 成 员 的 联合 混合 策略 的 全 体 。 若 $, 是 两 个 不 相交 的 联 
表 , 则 它们 联合 在 一 起 时 的 赢得 至 少 有 两 者 单独 行动 时 双方 赢得 
的 和 那么 多 ,因此 
vSUTOZwS)- v1. SQT-Q (62.2 

特征 函数 的 这 一 性 质 称 为 超 加 性 (superadditivity )。 

当 用 特征 函数 来 研究 ”人 合作 对 策 时 ,实际 上 作 了 这 样 的 假 ， 
定 . 即 各 局 中 人 都 用 相同 的 尺度 来 衡量 他 们 的 赢得 .以 后 还 要 假定 
各 联盟 的 赢得 v(CS) 可 以 按 任意 方式 分 摊 给 各 参加 者 。 这 两 个 假设 
统称 为 旁 支 付 假设 .没有 这 种 假设 的 多 人 合作 对 策 称 为 NTU 对 
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F (Nontransferable Utility Game) Hee SE ELECTED) URL RE (8 
我 们 将 在 第 十 章 加 以 论述 。 —— 

n 人 对 策 ( 特 征 型 ) 就 是 指定 义 在 AON) E TB C6. 2.1) 和 (6， 
2,2) 的 实 函 数 , 记 为 CY,z) ,在 不 引起 混 清 的 情况 下 ,也 记 为 v, 

条 件 (6. 2. 2) 并 不 是 非 要 不 可 , 它 只 是 特征 函数 需 始 定义 的 直 
接 推 论 。 一 般 的 文献 并 不 要 求 它 成 立 , 因 为 合作 对 策 的 绝 大 部 分 内 
容 并 不 依赖 于 超 加 性 。 在 以 后 的 论述 中 ,我 们 将 清楚 地 看 到 这 一 . 
点 。 在 这 一 章 , 我 们 暂时 假定 (6. 2. 2) 是 满足 的 。 

fl 局 中 人 1( 卖 主 ) 有 一 匹 马 ,对 他 自己 来 说 ,其 价值 为 0, 而 
对 局 中 人 2 和 3 买主 ) 来 说 分 别 价值 90 和 100 个 货币 单位 (在 下 面 的 
MEFE X S AD. 

这 里 共有 三 个 局 中 人 。 如 果 1 把 马 以 和 的 价格 卖 给 2, 则 1 获 利 
开 ,2 获 利 90 一 铸 , 故 联盟 (1,2} 的 总 收入 为 90, 所 以 

v({1,2}) = 90 
EHE, 
v(€{1,3}) = 100 

另 一 方面 ,单个 局 中 人 或 两 个 买主 联合 在 一 esi. Br 

以 
v({i}) = v({2,3}) = 0 

最 后 ,三 个 局 中 人 合作 在 一 起 时 , 马 必 然 卖 给 局 中 人 3, 因 为 只 

有 这 样 才能 获得 联盟 的 最 大 效益 ,所 以 
v({1,2,3}) = 100. 

例 2 ”假设 每 个 局 中 人 都 有 一 包 垃 圾 , 它 必 须 扔 在 某 人 (可 能 
是 他 自己 ?的 院子 里 .如果 某 人 院子 里 扔 了 “上 包 垃 圾 ,他 就 得 花 bb 
个 货币 单位 来 处 理 , 其 中 是 正常 数 。 

对 于 这 个 对 策 ,如果 联盟 5S 中 的 各 成 员 合作 起 来 ,他 们 就 可 
以 把 所 拥有 的 所 有 垃圾 扔 在 联盟 之 外 成 员 ( 如 果 有 ) 的 院子 里 。 但 
S 也 得 从 坏处 着 想 , 作 好 接受 联盟 之 外 所 有 垃圾 的 准备 。 所 以 
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0, 4 |S|=0 
«nine is. 4o< |S|[ «uu; 
— kn, 4 [S| — x. 
一 般 地 ,如 果 v(S) 仅 与 5 的 元 素 个 数 有 关 ， 则 称 v 为 对 称 对 策 。 
.还 有 几 类 常见 的 对 策 ， 
WR ov 满足 
vOD + oN — S) = v(ON) (6. 2.3) 
则 称 之 为 常 和 对 策 。 
如 果 CS) 只 取 两 个 值 0 和 和 1， 且 单 个 局 中 人 所 得 为 0， 大 联盟 N 
所 得 为 1, 则 称 v 为 简单 对 策 , 对 于 简 音 对策, 特征 函数 取 值 为 1 的 
联盟 称 为 赢 联盟 或 取胜 联盟 (winning coalition) ,而 取 值 为 0 的 联 
盟 称 为 输 联 盟 或 失败 联盟 (losing coalition) 。 简 单 对 策 适 用 于 和 政 
治 有 关 的 问题 ,这 时 vw(S) 一 般 不 再 表示 联盟 8 的 得 益 ,而 表示 S 
能 否 取胜 。 一 种 常见 的 简单 对 策 是 所 谓 的 加 权 多 数 对 策 , 可 表示 为 


0， 2W,«Q 

vG) ii 
(ls 2w: g 

1E S 


其 中 Wi,W;,…,W, 和 多 是 固定 的 非 负 整数 ,通常 表示 各 局 中 人 
所 拥有 的 票数 各 取胜 应 该 达到 的 票数 .于 是 ,上 式 指 的 就 是 只 有 当 
S 中 的 票数 总 和 达到 或 超过 入 了 时 ,3 才能 取胜 (如 某 法 案 获得 通 
过 ,等 等 ) .这 种 对 策 也 记 为 (Qi Wie WO. c 
如 果 对 任意 的 S,TCN， 
SHT KUS UT) HSA (62.0 
WE o 为 凸 对 策 ， 以 后 将 经 常 遇 到 这 种 对 策 。 为 理解 “号 ”的 含意 ， 
引入 差分 算 子 人 Au: 
[Ar KS) = v(SUR) — vS — R) 
3t Fl Agev ERA Aro) .容易 验证 ， (6. 2. 4) BF 
CAervl(S) 20, VQ,R,SCN 
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这 类 似 于 分 析 中 实 凸 函数 二 阶 导 数 的 非 负 性 。 


设 g 是 NN 上 的 非 负 测 度 ( 即 非 本 质 对 策 ),f E n R i, 
o(S) = FEAS) 
定义 的 对 策 是 凸 对 策 ( 为 什么 ?) PROS ET PH iC, 
Cr. CER, pl. 
v65) = (>) AN 
ies 
定义 的 对 策 是 凸 对 策 。 
对 于 一 般 的 ”人 合作 对 策 , 需 要 研究 如 下 两 个 基本 而 又 重要 
的 问题 :第 一 ,联盟 的 形成 , 即 可 能 形成 什么 样 的 联盟 .这 是 一 个 复 
杂 的 问题 , 决 非 三 言 两 语 所 能 解决 .例如 在 上 面 的 例 ] 中 ,可 能 形成 
的 联盟 有 {1,3),{1,2} 和 和 {1,2,3)。 二 人 联盟 的 缺点 是 被 排除 在 外 
的 第 三 者 可 能 会 设法 (比如 以 更 高 的 报酬 作 引 诱 ) 把 1 从 现 有 联盟 
中 拉 出 来 与 自己 合作 :三 人 联盟 也 有 问题 ,因为 它 的 收入 与 联盟 
11,3} 相同 ,局 中 人 2 肯定 要 受到 排挤 。 为 了 便于 研究 ,我 们 假定 ,一 
个 联盟 一 旦 形成 , 它 就 在 整个 对 策 过 程 中 保持 稳定 .第 二 个 问题 是 
支付 的 分 瑟 , 即 当 联 盟 形成 后 ;联盟 所 得 支付 如 何 分 配给 它 的 各 个 
参加 者 ,分配 的 合理 与 否 非常 重要 ,因为 一 旦 某 些 局 中 人 发 现 自己 
受到 不 合理 的 待遇 ,已 经 形成 的 联盟 就 有 破裂 的 危险 .所 以 .要 维持 
业已 形成 的 联盟 的 稳定 ,支付 的 分 配 应 满足 一 定 的 合理 性 。 


$3 策略 等 价 


合作 对 策 的 局 中 人 都 应 从 联盟 的 收入 中 分 得 各 自 的 份额 ,我 
们 用 n 维 向 量 x 二 Cz，… ,zx,) ER" 来 表示 , 称 为 支付 向 量 , 其 中 z 
表示 第 i 个 局 中 人 所 得 的 份额 。 

满足 


xi > vCti}), i == 1l,2 7 (6.3.1) 
Sn —v(N) | (6. 3. 2) 


IEN 

的 支付 向 量 称 为 对 策 v 的 分 配 . 分 配 的 全 体 用 E(w) 表示 。 

(6.3. 1) 称 为 个 体 合 理性 条 件 , 它 表明 每 个 局 中 人 所 得 至 少 有 
他 单干 时 的 所 得 那么 多 。(6. 3.2) 称 为 群体 合理 性 条 件 , 它 相当 于 
假定 大 联盟 NN 形成 。 作 这 一 假定 基于 两 方面 的 考虑 :第 一 :在 满足 
超 加 性 ,甚至 是 凸 性 的 假设 下 ,假定 各 局 中 人 合作 成 最 大 的 联盟 看 
来 最 为 合理 ,这 是 因为 如 果 N 分 解 成 者 干 个 互 不 相交 的 联盟 N, 
NAN 则 根据 起 吉 性 , 按 后 面 这 种 合作 方式 各 小 联盟 所 得 的 
总 和 不 超过 最 大 联盟 的 收入 , 即 

uN) Z2 v(N 十 uCN) + + VON) 
第 二 ,假定 六 TE RA, FLIRT AE MRA EC RMR N, 
而 是 上 面 提 到 的 NL Nostro Nas E [8] PE BY XE AS UG oP Ae 
念 ,这 只 要 将 (6. 3. 2) PCR, 
S rn = VIN), FH 1,2 ek (6. 3. 3) 


EN; . 

即 可 ,而 由 此 导出 的 理论 与 我 们 即将 建立 的 理论 没有 实质 的 差异 。 
国 此 ,今后 所 论 的 各 种 解 的 概念 都 基于 满足 (6. 3. 1) 和 (6. 3. 2) 的 
分 配 集合 EGOZE. 

有 时 ,也 把 仅仅 满足 (6. 3. 2) 的 支付 向 量 称 为 预 分 配 , 其 全 体 
wA E’). 

RER ECo) PB BB 3c 61 81] EIER A du BY] St 867; RUE? 
这 个 问题 一 般 说 来 是 很 困难 的 ,除非 £(v) 只 由 一 个 分 配 组 成 .但 
这 是 非常 特殊 的 情形 。 为 说 明 这 一 点 ,我 们 称 满足 

v(ON) > Sw) (6. 3. 4) 


的 对 策 为 本 质 对 策 . 如 果 (6. 3.4) 的 不 等 号 变 成 等 号 (不 可 能 反 
向 ), 则 称 相 应 的 对 策 为 非 本 质 对策 ， 
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” ”显然 , 当 vw 是非 本 质 对 策 时 ,总 共 只 有 一 个 分 配 存 在 ,所 以 这 
是 一 种 平凡 的 情形 .以 后 主要 感 兴趣 的 是 本 质 对 策 , 在 这 种 情况 
下 ,上 (vw) 就 不 止 一 个 分 配 , 且 构 成 R" 中 的 闭 凸 集 。 
设 rey 是 两 个 不 同 的 分 配 , 如 何 比 较 两 者 的 优 劣 呢 ? 对 此 各 
局 中 人 不 可 能 有 统一 的 意见 ,因为 对 于 某 些 局 中 人 i 来 说 ,zi 之 yy， 
于 是 对 他 们 而 言 ,x E y 好 ,但 对 另 一 些 局 中 人 来 说 ,y 要 比 z 好 。 
在 此 情况 下 ,能 否 实 现 分 配 x 就 要 看 满足 x0 y, 的 那些 局 中 人 之 
全 体 S 在 没有 其 他 人 合作 的 情况 下 能 否 为 其 各 成 员 实 现 分 配 x 
了 ,因此 ,我 们 引入 如 下 的 定义 。 
定义 6. 3.1 对 于 分 配 x 和 yy RAR SR 
Ty, VES 
> Ti Svs) 


WUE m EF S UE yin x >y- 

对 于 两 个 不 同 的 分 配 cU y ORE S (ux > y UR 
az RE ydg y. | 

优 起 关系 是 定义 在 分 配 集 上 Etw} 上 的 一 种 序 关 系 , 但 他 不 满 
足 反 和 喘 人 性 和 传递 性 ,因而 对 于 它 的 研究 就 远 远 没有 一 般 的 偏 序 关 
RHE. 

MDEE RN VAN OPRAH REM EGO 
到 万 (1 的 一 一 对 应 Eu E EEF AAS 及 zy 
€ ECu), 

z >y fla) >O). 

XISR ON 0 43 ON LO HA R E E I] REEK x 及 实 

Br Pas 使 . 
a(S) = a(S) + DB, VSCN 


显然 , 同 构 和 策略 等 价 关 系 都 满足 一 般 等 价 关系 均 满 足 的 反 
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身 性 .对 称 性 和 传递 性 .二 者 有 什么 关系 呢 ? 

首先 ,如 果 对 策 ww 和 wv 策略 等 价 , 则 它们 一 定 同 构 , 为 说 明 这 
一 点 , 取 一 一 对 应 关系 Elu) >E) x y HR yon +f. A 
易 证 明 ,f 和 广 ! 都 保持 优 超 关系 不 变 。 

其 次 ,这 一 结论 的 道 也 成 立 , 但 证 明 要 困难 一 些 , 已 超出 本 书 
的 范围 ,读者 可 参看 [10]。 因 此 ,我 们 得 到 

定理 6. 3. 1 两 个 对 策 同 枸 当 且 仅 当 它们 策略 等 价 。 

按照 上 述 两 种 (实际 是 一 种 ) 等 价 关系 ,所 有 的 w 人 合作 对 策 
可 以 分 成 一 些 等 价 类 ,在 每 个 等 价 类 里 取出 有 代表 性 的 一 个 对 策 


加 以 研究 就 可 以 了 。 
对 策 v 称 为 (0,1) 规 范 对 策 , 如 果 

OK 人 一 0， 一 1,2,…，7 (6.3. 5) 

v(N)—1 (6.3. 6) 


如 果 只 要 求 满足 (6. 3. 5) , 则 称 之 为 0 规范 对 策 。 
显然 ,(0,1) 规 范 对 策 都 是 本 质 的 。 反 过 来 ,如 果 (CN ,wu) 是 一 本 
质 对 策 , 则 方程 组 
av({i})} +8 —0, i= 1,2,*, 
wN) + 2,85 —1 
jen 


的 唯一 解 
= 1 l 
wvN) — SeQiD 
EN 
, =— av ({i}), i = 1,2,',n 
PiE a>0. 由 此 马上 得 到 : 
定理 6. 3. 2 每 一 本 质 对 策 都 怡 好 与 一 个 (0,1) 规 范 对 策 策略 
等 价 。 
因此 ,在 本 质 对 策 所 在 的 等 价 类 中 ,总 是 可 以 选 出 一 个 (唯一 
的 )(0,1) 规 范 对 策 作为 该 等 价 类 的 代表 元 .同样 可 以 定义 (a,5) 规 
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n——————— ——— no en 


范 对 策 并 导出 类 似 的 结论 ,但 就 我 们 的 目的 而 言 , (0,1) 规 范 对 策 
RABAT. 


84 % 心 


从 本 节 开 始 ,我们 研究 支付 的 分 配 问题 ,着重 考虑 如 何在 分 配 
集中 选择 一 个 或 一 些 分 配 作为 对 策 的 解 . 为 了 书写 方便 ,在 不 致 引 
起 混淆 的 情况 下 (5 E» 为 z(S) ,这 也 是 对 策 论 文献 中 经 常 使 


用 的 记号 。 

对 于 n 人 合作 对 策 CN,v) ER EGO PR RES CR 
的 分 配 , 其 全 体 称 为 核心 , 记 为 CCN,u) 或 CCo)， 

核心 是 合作 对 策 理论 中 出 现 得 最 早 的 解 的 概念 , 它 在 对 策 论 
中 占有 非常 重要 的 地 位 。 把 核心 中 的 分 配 作为 对 策 的 解 是 可 行 的 ， 
因为 即使 有 某 联 盟 S 喜欢 另 一 分 配 y, 也 会 由 于 y GO v GO TUG 
法 将 x 改变 为 y. 换言之 ,核心 中 的 分 配 使 得 任何 联盟 都 没有 能 力 
推翻 它 。 核 心 还 有 一 个 简捷 直观 的 表达 式 , 它 对 于 实际 求 出 一 个 对 


策 的 核心 是 极其 有 用 的 。 | 
26.4.1 核心 C(w) 可 表示 为 满足 
rS) Sus), VSCN 6.4.9 
r(ON) = v(N) (6. 4. 2) 
的 支付 向 量 x 的 全 体 。 


证 明 ”如果 二 满足 (6.4.1) 和 (6.4. 2), 则 它 显 然 不 可 优 超 。 
现 设 * 是 一 个 不 可 优 超 的 分 配 , 关 (6.4.2) 成 立 ,假如 对 于 某 SC 
NÉ GO «GR 

t; +E, ies 
t a ies 
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其 中 


- v6S) — XH) 
v(N) — v($) 一 DF vdih 
= iEN—S 
aw n — [51 ae 


TIR y= yyt ICE) y >r Y FES, y(S)=u(S). 
因此 ,y>xz, 这 与 x PORTA. E RHE. 

E ;如果 超 加 性 条 件 (6. 2. 2) 不 满足 , 则 上 述 定理 不 再 成 立 , 在 
一 般 的 对 策 论 文献 里 ,往往 直接 按 (6. 4. 1) 和 (6. 4. 2) 来 定义 核心 ， 
这 时 (6. 4. 1) 称 为 联盟 合理 性 条 件 ， 

从 这 个 定理 还 可 以 看 到 ,核心 是 闭 凸 集 , 如 果 对 策 的 核心 非 
空 , 就 可 以 将 总 收益 mwCN) 按 这 样 一 种 方式 分 配给 各 局 中 人 ,使 之 
不 仅 满 足 个 体 合理 性 和 群体 合理 性 ,而 且 还 满足 联盟 合理 性 , 即 任 
何 联盟 在 这 种 分 配方 式 下 的 所 得 都 不 小 于 它 独 立 出 来 时 的 所 得 ， 
因而 也 就 没有 能 力 拒 绝 这 样 的 分 配 , 除 非 联盟 中 有 人 同意 让 自己 
的 所 得 变 小 。 

但 是 ,把 核心 中 的 分 配 作为 合作 对 策 的 解 ,一 个 致命 的 缺陷 是 
核心 经 常 是 空 的 ,这 从 以 下 几 个 例子 也 可 看 出 。 
例 1! 考虑 常 和 的 本 质 对 策 (CN,v)。 如 果 > 是 核心 由 的 分 配 ， 
则 i 

v(N)— x(N) = 2,U 00 — z(N — tip] 


« Dye) — v(N — ü))] 


= 2,"€D 


这 与 v EFRI. Br LA A AAR OT EA EY 
例 2 考虑 三 人 (0.1) 规 范 对 策 CN v HP vl =a ,0(13) 
=a,.v(21) =a; 这 里 及 以 后 我 们 省 去 有 关 和 集合 的 繁琐 记号 ,如 简 
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WUDA ij 
核心 可 表示 为 
C(v)z (Gur xir, 之 0xzl 十 十 2 一 1， 
Xi Ly È Ag XH Ls I Apt, + ox £a 
= (atp z) |x; 0.2, + or, +z, = 1; 
x; €; 1 — ani = 1,2,3} 
从 这 里 可 以 看 出 CWA BL a, +a, +432. 
若 用 单位 边 长 的 正三 角形 表示 这 个 对 策 的 分 配 集 : 
EW) = {att lr; 2 0n H rt an = 1} 
其 中 noron 2E 2L AE LEES 330—325 IB S, RA BY] eS 
为 图 6. 4. 1 的 阴影 部 分 。 
例 3 设 (N,v) 是 简单 对 策 . 局 中 人 i 称 为 该 对 策 的 一 个 否决 
人 (veto player). WR oN —i) = 0. 可 以 证 明 ,CCu) 非 空当 县 仅 当 
v 有 否决 人 。 
事实 上 ,车 i 为 否 闫 人, 则 第 i 个 单位 向 量 e;( 妈 只 有 第 i 个 分 
晤 为 1 其 余 分 其 都 为 0 的 向 县) 必 在 核心 中 ,反之 ,假定 Ctw) 关 人 7， 
[B v BUB ULL LB 
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VAN —i) = 1, i-— 1,2,:,n. 
则 对 于 任 一 EC RNA 
x(N)=1, 
rGN — i) ZZ v(N — i) — 1. 
FE «x0,—1,2, n HEME 2(N)<0.F JB. 
既然 一 般 的 合作 对 策 核 心 有 可 能 是 空 的 ,一 些 具有 非 空 核心 
的 合作 对 策 类 就 引起 了 人 们 的 兴趣 .除了 在 第 十 二 章 即 将 遇 到 的 
与 经 许 有 关 的 一 些 对 策 外 , 凸 对 策 也 属于 这 一 类 对 策 ， 
定理 6. 4.2 ”对 于 凸 对 策 (N ,v) ,如 令 
a,=v({1}) 


ar=ul{l, 2, 下) 一 mL 2 天 一 下)) 


a,2v(N) —vGON — (n)2 
RY a= (a; sags san) € CGO ,特别 地 ,出 对 策 的 核心 非 空 。 
证 显然 ,a(N) 二 v(N), 任 取 SCN, 下 面 证 明 eS) lS), 
B NSS {jojon sid ,其 中 
A < A x bao ase < Je 
H T={1,;2; e A) WE 
SUT=SU th} SAT=T— ti) 
于 是 ,由 凸 性 不 等 式 
v(S) HUT € vG U {A} + vt — (AD 
或 
a; vo U (A) — uls) 
所 以 
a(S) — uls) Z aCS U — vG U fA) 
重复 上 述 椎 理 t 次 ,得 到 
a(S) — v(S) 2 a(N) — v(N) —0 
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定理 得 证 。 
定理 6. 4. 2 所 得 的 支付 与 局 中 人 的 编号 次 序 有 关 , 如 果 换 成 另 
外 一 种 编导 (相当 于 对 1,2,…,n 作 一 次 重新 排列 ) ,如 将 3,1,2.4， 
Sonon SPRY PAL ,2 un! ,就 会 得 到 核心 中 的 另 一 个 分 配 。 当 
取 遍 所 有 的 编号 时 ,就 得 到 核心 中 许 许 多 多 的 分 配 , 因 此 ,可 以 将 
上 面 的 定理 改 成 更 加 一 般 的 形式 ， | 
定理 6. 4.2' TRCN ORE IS HE w 是 1,2,…,n 的 任 一 排列 ， 
记 
Sua = (E Njo) <b} 
Mj a= (af ,a2,… a}ECCv), 其 中 
a? = v9.2) —vwS...-). iEN 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 介绍 两 个 与 核心 有 关 的 概念 , 即 强 s- 核 
心 和 最 小 核心 。 | 
FE VERE CN v), sg OL PB SEN ,ve): 
vG), S =N, Ø; 
vS) — £, S EN, Ø, 
v 的 强 e- 核 心 就 是 CCv.) BRE 
zrON) =v WN), 
a(S) Sv(S)—e, SEN Ø 
的 支付 向 最 之 全 体 , 记 为 
C, GO. 显然 , 当 = 充分 大 
BY. C, Cu SES. A go 为 这 
种 s 中 的 最 小 者 , 即 
gs = inf(z[C,() 天 Y 
MARU CFD, 
这 个 e — BD ERA | 
ty Cleast core) 记 为 LC /.- 64.2 


vS) = 


3 


225 


(v). 

例如 ,对 于 例 2 中 的 三 人 合作 对 策 , 如 果 三 直线 zi 一 1 一 atyzs 
一 1 一 av 一 1 一 as 在 分 配 集 上 围 成 三 角形 , 则 最 小 核心 LC GO E 
是 该 三 角形 的 重心 ,如 图 6.4. 2 所 示 。 


$5 Bonderava 一 Shapley 定理 


核心 作为 解 的 概念 ,其 美中不足 之 处 是 它 经 常 是 空 的 .什么 样 
的 对 策 具有 非 空 的 核心 呢 ? 如 何 刻 划 这 种 对 策 ? 这 是 本 节 要 研究 的 
问题 。 

根据 上 节 的 定理 6. 4. 1, 合 作对 策 v 的 核心 非 空 等 价 于 存在 x 
ER", 满 足 (6.4. 1) 和 (6.4.2)。 这 等 价 于 线性 规划 问题 ， 


min X(N) | 
st. a(S)zev(S), SCN l (6.5.1) 
HRID vN) PASE £e re XL YR xg E 5g ROUES E 
max Sys vCGS) (6. 5. 2) 
STN 
sat Ami IEN (6. 5. 3) 
"ET. (6. 5. 4) 


的 最 优 值 不 超过 wCN) 等 价 . 因 此 有 
定理 6. 5. 1 对 策 CN,v) 具 有 非 空 的 核心 的 充 要 条 和 件 是 对 于 
满足 C6, 5.3) 和 (6. 5. 00 8 — B [EL Bt Lys seu WA 
S ys (S$) SVN) (6.5.5). 


满足 定理 6. 5. 1 条 件 的 对 策 称 为 均衡 对 策 , 还 有 一 种 与 均衡 有 
关 的 对 筑 , 称 为 完全 均衡 对 策 (totally balanced game), 它 指 的 是 ， 
不 仅 对 策 本 身 (N ,v) 是 均衡 的 ,而 且 它 的 每 个 子 对 策 (S wv | sd 
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均衡 对 策 , 这 里 v|; 是 wv 限制 在 S$ 上 时 所 得 的 函数 .我 们 将 在 第 
九 . 十 二 章 再 次 遇 到 完全 均衡 对 策 。 

满足 (6. 5. 3) 和 (6, 5.4)? 的 向 量 {2s} 显 然 有 很 多 。 对 所 有 这 种 
向 培 来 验证 不 等 式 (6. 5. 5) 可 不 是 一 件 简 单 的 于 但 很 明显 ,这 些 
不 等 式 中 有 很 多 是 多 余 的 ,为 去 掉 多 余 的 不 等 式 ,我们 没 法 找 出 对 
假 规 划 (6. 5.2)--(6. 5. 4 之 可 行 集 的 上 折 有 极点 ( 即 凸 集 的 顶点 )。 
为 此 , 先 引入 

定义 6.5.1 设 s:={5 S; S, N 上 的 一 组 非 空子 集 所 
成 之 类 ,s 称 为 N- 均 衡 的 (在 不 引起 混 清 的 情况 下 简称 均衡 ,如 
RETER yoyo ye 使 得 对 一 切 j€ 六 ,都 有 


scd 


其 中 Guys iv PRA s A635) Pg [p Ha Be UIS] RC y, 称 
为 S; 的 权 。 如 果 均 衡 类 s* 的 任何 真子 类 都 非 均衡 , 则 称 之 为 极 小 
均衡 类 .如 果 一 极 小 均衡 类 的 任何 两 个 元 来 都 相交 , 则 称 之 为 正常 
极 小 均衡 类 。 

例 1 N 的 任 一 着 分 都 是 极 小 均衡 类 ， 权 都 为 1::. 所 以 极 小 均 
衡 类 可 视 为 痢 分 的 推广 。 

例 2 i N={1.2,3},M {12.13 ,23} 是 均衡 类 而 且 是 N 上 
除了 谢 分 之 外 唯一 的 极 小 均衡 类 , 权 都 为 1/2。 一 般 地 ,对 于 站 人 集 
& wW,{N 一 1,N 一 2 入 一 好 是 均衡 类 , 且 各 元 素 之 权 均 为 1/ (> 
一 1)。 i . l x 
例 3 i N—(1.2.3,41,9](123,14.,24,341 E N 上 的 正常 极 
— 2S SEDIS S CELIRT EIS (2/3, 1/3.1/3,1/3). 

例 4 i y= (ys), SCN 是 满足 (6,5,3) 和 (6,5,4) 的 一 个 向 
E UM b= (S |ys>0} HH. 

极 小 均衡 类 作为 一 个 组 合 对 象 ， 迄今 尚未 得 到 足够 的 研究 ( 参 
看 [7] 和 [6]) ,就 与 对 策 论 有 关 的 问题 而 言 , 找 出 N 上 所 有 的 极 小 
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均衡 类 尤为 重要 .但 对 于 稍 大 的 n{ 如 n= 二 7), 尚 未 有 可 行 的 方法 做 
到 这 一 点 。 下 面 从 均衡 类 的 一 些 基本 性 质 开 始 
引 理 6. 5.2 均衡 类 5=={B,,B,,…,B,} 是 极 小 均衡 类 当 且 仅 
当 它 有 唯一 的 权 向 量 。 
证 首先 注意 到 ,z 是 5 的 权 向 量 当 且 仅 当 它 的 各 分 量 为 正 ， 
且 为 方程 组 ” 
Y z= 1 = We davon (6. 5. 6) 


的 解 o 不 是 极 小 的 当 且 仅 当 (6. 5.6) 有 一 非 负 解 , 使 得 在 该 解 中 至 
yi St EREA. 

Ae bA WA. UC. 5. 6) 有 了 唯一 解 , 且 各 分 量 为 正 。 
所 以 5 必 为 极 小 均衡 类 。 

反 过 来 ,假如 & 有 两 个 均衡 向 量 yz yz, WIETH £y,» 
十 :Cy 一 z) 都 是 (6. 5. 6) 的 解 。 令 

ty = inf {t|y 二 tly z) > 0,t> 0}, 

Ji] y 非 负 且 必 有 一 个 分 量 为 零 . 因 此 ,6 不 是 极 小 的 。 

从 上 述 证 明 中 还 可 以 发 现 ,均衡 类 5 是 极 小 的 当 且 仅 当 方程 
组 (6,5,6) 有 唯一 解 , 这 也 等 价 于 相应 的 矩阵 ( 称 为 5 RR) 
的 秩 为 m. 因此 , 极 小 均衡 类 至 多 含 no PRE. 

引 理 6. 5.3 i y— {ys}scw 满 足 (6. 5. 3) 和 (6. 5. 4) 。 令 

= {S|ys > 0} 

则 5 是 极 小 均衡 类 当 和 且 仅 当 y 是 对 偶 规 划 (6. 5. 2) 一 (6, 5. 40 2 RT 
行 集 D 的 极点 。 | 

WE .显然 ,2 是 均衡 类 。 如 果 它 不 是 极 小 的 , 则 存在 2 的 真子 
类 C= i$, sn S, ERIS GE, AL Cz, $3Z25'** JU HE. 
4 z 二 {zs}scw;: 其 中 | 
Zj» S 为 某 个 S; 
0, Ee 


zs; = 
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WW z€ D, BF | 
w = (1 — t)y + tz = y + ilz — y), 
w= (1 +ż)y— tz =yt tly — z). 
由 于 当 zs ORT A ys > 0. MOS FERA £20: VA ww ED. 
MH yér A wéw. 最 后 
y= lw w) 
这 表明 y 不 是 极点 。 
另 一 方面 , 设 总 是 极 小 均衡 类 .如 果 y FED 的 极点 , 则 yy 可 
表示 为 
y= lw + w*) 
其 中 sel! ^ ED w Aw’. 显然 , 当 ys = ORF w mwi-0. BRA 
= (S[wi > 0} 
= {Sl > 0} 
则 5, sbh, ARES BB. ob BR. KO =b: —5. FE 
引 理 6. 5. 2 xo! =w = y JF I SE HE (UE. 
由 于 线性 规划 (6. 5. 2) 一 (6. 5.4) 的 最 优 解 必 在 其 可 行 集 呈 
的 极点 达到 ,根据 引 理 6. 5. 3 得 
定理 6.5. 4(Bonderava) ”合作 对 策 CN ,vv) 的 核心 非 空 当 且 仅 
当 对 于 每 一 极 小 均衡 类 s= (51.5. - ,Sm} 及 其 唯一 的 权 向 量 (y,， 
ost ** yn) * 有 
D9. 0S) < von (6. 5. 7) 
定理 6. 5. 4 对 于 不 满足 超 加 性 条 件 的 对 策 显然 也 成 立 (此 时 核 
心 按 定 理 6.4. 1 中 的 等 价 条 件 来 定义 , 见 该 定理 之 后 的 注 ) ,但 对 于 
满足 超 加 性 条 忻 的 对 策 , (6. 5.7) 中 尚 有 许多 多 余 的 不 等 式 .为 进 
一 步 去 掉 这 种 不 等 式 , 还 需 了 解 均衡 类 的 另 一 性 质 。 
引 理 6. 5.5 s 是 均衡 类 当 且 仪 当 它 是 一 些 极 小 均衡 类 的 并 。 
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证 ， 充 分 性 :只 要 证 明 两 个 均衡 类 的 并 仍 为 均衡 类 即 可 。 设 
b = (BB eB. 
e = {CC eer 
都 是 N- 均 衡 类 ,yz 2329 RA UE iO 
s—bllc2(8,.5,,*.5,) 


fE tE (0.10.4 
Yin S Ebre 
w, =< (1 — t)z, S;€e—6b 
ty, + (1 — t)z, S€cf)b 


Bü] Sy ^ Cu, toa stt sw, FE s WALT HE ALI s FEE BT 

必要 性 : 设 

s = {SS sd,) 

是 均衡 类 , (WoW Ws B8 — p RA ER SE E11 
RERI — PK Cs 使 得 5S;E5, 这 样 也 就 完成 了 必要 
性 的 证 明 。 

不 妨 设 :一 1, 考 虑 线性 规划 问题 

max x, 


st n=l, jelQsea 


di 
n0, i=1,2 p 
其 最 优 解 必 在 某 极点 Ko 加, y, AKAP yy ere 0, > 
= {S |y => 0} 
显然 ,bCCs,S1E5, 而 且 5 是 极 小 均衡 类 (其 证 明 与 引 理 8,5,3 的 证 
明 的 前 半 部 分 相同 )。 证 毕 。 
定理 6. 5. 6(Shapley) 如 果 对 策 CN ,wv) 满 足 超 加 性 , 则 其 核 
心 非 空当 且 仅 当 对 于 每 一 正常 的 极 小 均衡 类 s 二 151,52,…5Sw} 及 
Re — 89 f I8] fit Cy, ys n 3425 C6. 5. 0X 3. 
证 根据 定理 6. 5. 4, 只 需 证 明 在 所 述 条 件 之 下 ,(6. 5.7) 对 所 
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有 的 极 小 均衡 类 都 成 立 。 用 反 证 法 ,假定 有 某 些 极 小 均衡 类 不 满足 
(6.5. 70 ,下 面 设法 由 此 淮 出 章 盾 。 

对 每 一 极 小 均衡 类 ss, 用 f(s) 表示 ;中 不 相交 的 (无 序 ) 集 合 侦 
的 总 数 。. 例 如 ,在 入 ={1,2,3,4}) 的 极 小 均衡 类 5, = {12,23,13,4} 
中 ,不 相交 的 元 序 集 合 偶 有 (12,4),(23,4) 和 (013,4), 所 以 ,了 Cs) 
一 3， 

令 2 为 所 有 不 满足 (6. 5.7) 的 极 小 均衡 类 s 中 使 f(s) 达 到 最 
小 的 那 一 个 。 由 定理 的 条 件 ,2 不 是 正常 的 ,因而 0070.0 RE 
AX [el BE y 还 不 满足 (6. 5.7) 。 

任 取 o 中 一 对 不 相交 的 集合 Q 入 ,不 妨 设 相应 的 权 系 数 vo 
和 ye 满足 yo yes E T=QUR. h b ATR AME RAT eo. 现 作 新 
的 集 类 | 


有 UL — Q}, Yo ¥r 

^" (BULLY — {RQ}. Yo = ye 
我 们 先 证 明 p 
Db Fy AS 


i5 JE NIB: 
iii fF (Go )« f (b. 
DAE b! cB REAL yo R WRAT 0 WRB ys — yo 5 H] 
其 它 集 合 则 赋 子 与 在 6 中 相同 的 权 。 显 然 ,这 样 赋 子 各 集 的 权 使 所 
达到 均衡 。 
让 i) 假如 如 不 是 极 小 的 , 则 由 引 理 6. 5. 5, 可 取 极 小 均衡 类 ecc 
b ECR ERE RREH) mr bd SX. 的 一 个 
元 素 .再 作 集 类 
es le — (DD U {R.Q} 
易 知 COA EWAN ox BEST EC 中 的 权 转 移 给 R 和 QQ 
就 可 以 了 .因此 ,由 的 极 小 性 知 c!=5, 所 以 
bU (7) - {Q}=CU {R} 
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由 此 及 关于 REc 的 假定 可 得 


3d deos RE€c 

bU (T) — {R,Q}, R€c 
=b! 

i ORR DB. 


IDIF OPE PAZUREM MEERES 中 , 则 必 具 
有 形式 (5S VP) ,与 之 相对 应 的 也 有 一 对 不 相交 的 集合 (S,Q@), 它 在 
5b 但 不 在 如 中 .另外 ,8 还 有 一 对 不 相交 的 集合 (R,Q), 它 不 在 
ch idi ibn] A, fO fF OD ,iii) 得 证 。 
TR Hx HE fie X 5 8) BE Aa. 的 权 疝 量 z 满 足 (6. 5. 70 , 即 
>) zs v(B) « v(N). 


: Bes! 
而 从 的 定义 ,有 

Dzs vB) = >) ye vB) + yav(T) 一 yqu(Q) 一 yov CR). 
BES 


aes! 


因此 ,由 超 加 性 得 
SS ye VB) S >) eo SoN?) 
Bcb 


Bes! 


这 与 5 不 满足 (6. 5. 7) 矛盾。 定理 得 证 。 

值得 指出 的 是 ,定理 6. 5. 6 的 结论 不 能 再 加 改善 了 ,因为 已 经 
有 人 证 明 该 定理 中 所 要 求 的 那些 不 等 式 都 是 相互 独立 的 。 

例 5 设 入 二 人 和 ,2,3}, 这 时 正常 的 极 小 均衡 类 只 有 {12,23， 
13} ,因此 ,三 人 合作 对 策 核 心 非 空 的 充 要 条 件 是 

v(12) + v(23) + v(13) < 2v(123) 
例 6 对 于 N={1,2,3,4) ,正常 的 极 小 均衡 类 有 
{123,124,34}.{123,14,24,34},{123,124,134,234} 

权 向 量 分 别 为 /2.1/2,1/2). (2/3, 1/3, 1/3,1/3), (1/3;1/3， 
1/3,1/3) ,其余 正常 极 小 均衡 类 均 可 通过 局 中 人 的 重新 编号 从 上 
述 三 个 得 到 ， 总 共有 8 个 ,因此 ,四 人 对 策 的 核心 非 空 的 充 要 条 件 是 
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AB VAY 11 SCR VI PH, BUR. FCO, DARE 9 BA Xt 
对 策 , 且 当 1S1=s HE v CS) =v, WER DAR 8D REE 


vx l 
v + 2v, = 2 
3v, + 2v, <3 
闻 时 成 立 。 
$6 稳定 集 


把 核心 作为 对 策 的 解 , 存 在 着 不 可 克服 的 困难 .有 许多 对 策 的 
核 必 是 空 的 .因此 ,寻求 其 它 类 型 的 解 的 概念 就 变 得 异常 急需 。 在 
对 策 论 的 历史 上 ,Von Neumann 和 Morgenstern 曾 提 出 稳定 集 的 
概念 ,并 将 其 称 为 对 策 的 “ 解 ”。 

定义 6.6.] 设 耻 是 合作 对 策 (N,o) 的 一 些 分 配 的 集合 

DAE V 中 任何 两 个 分 配 都 没有 优 超 关系 ， 则 称 之 为 内 部 稳 
定 的 (internal stable), 

iMRI V 之 外 的 任 一 分 配 y, 都 有 rcv 使 得 x 优 超 y. 
则 称 V 为 外 部 稳定 的 (external stable), 

既是 内 部 稳定 又 是 外 部 稳定 的 分 配 集合 称 为 稳定 集 。 

按照 这 个 定义 ,在 一 稳定 集中 中 添 入 一 些 V 之 外 的 分 配 , 则 
内 部 稳定 性 受到 破坏 ;从 中 去 掉 一 些 分 配 , 则 外 部 稳定 性 受到 破 
坏 。 因 此 ,不 同 的 稳定 集 一 定 互 不 包含 ,而 且 稳 定 集 既 是 极 大 的 内 
部 稳定 集 , 又 是 极 小 的 外 部 稳定 集 。 

所 有 分 配 的 集合 EE(v) 是 外 部 稳定 的 ,但 一 般 不 满足 内 部 稳定 


性 .核心 显然 是 内 部 稳定 的 ,但 一 般 不 满足 外 部 稳定 性 ,这 也 是 核 


心 的 另 一 个 缺陷 。 另 外 ,如 果 核 心 非 空 ( 它 是 不 被 优 超 的 分 配 之 全 
233 


体 ) ,就 一 定 包含 在 每 一 稳定 集中 。 所 以 ,如 果 核 心 本 身 是 一 个 稳定 
集 , 它 就 是 唯一 的 稳定 集 。 | 
对 于 分 配 x, 记 doma 为 被 x 优 超 的 分 配 之 全 体 。 对 于 一 些 分 
MHRA v.d 
dom V = y, dom x 
那么 ,V 的 内 部 稳定 性 等 价 于 
dom V C E(w) — V 
而 外 部 稳定 性 等 价 于 
dom V 7 E(v) — V 
因此 ,V 是 稳定 集 当 且 仅 当 


dom V = E(w) —V (6. 6. 1) 
Prd face SB TE SAT EARE 21 38,18 Rx fric ST 
表示 为 Cw} = Ev) —domE Cv) 


稳定 集 这 一 概念 在 五 六 十 
年 代 曾 吸引 了 一 大 批 杰 出 的 六 
学 家 。 曾 有 大 和 量 的 文献 致力 上 
寻找 一 些 特殊 对 策 ( 如 三 人 对 
策 、. 简 单 对 策 . 对 称 对 筑 、 市 场 
对 策 等 ) 或 具有 特殊 性 质 ( 如 对 
称 性 、 有 限 性 等 ) 的 稳定 集 。 关 
于 稳定 集 的 计算 和 存在 性 的 判 | 
别 ,迄今 尚 无 一 种 通用 的 方法 。 (He. 6. 1 
其 实 ,稳定 集 是 否 始终 存 在 这 
一 回 题 曾 经 是 对 策 论 中 的 一 个 著名 难题 .直到 1968 年 ,Lucast4 得 
出 一 个 没有 稳定 集 的 十 人 对 策 , 存 在 性 问题 才 有 了 否定 的 管 案 。 
fill ERO DRZ ARARO w), R 
14 IS|zm2 
0, ISi «1 


M 
d YY A, ) 


us) = 
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or Be EQ) ASME = ARs OLSAN). 对 于 任 一 分 本 
x dome 可 用 图 6. 6. 1 中 的 阴影 部 分 来 表示 , 它 由 三 个 半 半 站 闭 
M 

eo veld luo) [1o 3] [o3 4]] 
ies 边 中 点 之 集合 ( 见 图 6.6.2), ng v. 满足 (6， 6..1) ,所 
2 CEREM, 


RE 
(0, 2 Cy) 


[8[6. 6. 2 
BB ceo. 10.4 
Vy = {lez l] — xm)| OS a S11 —e}. 
CRAM ATF x 一 0 并 与 之 相距 为 c 的 线段 (如 图 6. 6. 2 右边 的 三 
角形 所 示 )。 易 见 Yu 也 满足 (6. 6.1), 所 以 也 是 v 的 稳定 集 。 
Bj espe Va Vis [ ee [0.5] | ,它们 部 是 稳定 集 ， 
3x PAE 3 8] . BE file E ji (8] AY = AAR AE) RE A E 
性 态 各 蜡 的 稳定 集 。. 对 于 一 般 的 三 人 合作 对 策 ,情况 更 加 复杂 5 见 
Owen[ 引 ,第 九 童 ) .由 此 足见 有 关 稳 定 集 之 研究 的 图 难 。 
例 2 ”考虑 如 下 十 人 对 策 CN,n): 
v(N) = 5, 
v(13579) = 4, 
v(3579) = v(1579) = v(1379) = 3 
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v(1479) = v(3679) = v(2579) = 2, 
v(357) = 0(157) = v(137) = 2, 
v(359) = v(159) = v(139) = 2, 
v(12) = v(34) = v(56) = v(78) 
—v((9.10)) = 1, 
对 于 其 它 S， wv(S) = 0. 
Lucas 在 [4] 中 证 明了 这 个 对 策 没 有 稳定 集 。 
但 是 ,该 者 不 难 发 现 , 这 个 对 策 并 不 满足 超 加 性 .为 弥补 这 一 
BRE IE vii 
vGS$) = max[v(T D + v(13) 十 … + 0h) ] 
其 中 max 是 对 5 的 所 有 部 分 {T Tr TIER LE NR. 
v'(N)-2—5, wvi)=0, IEN 
所 以 E(wv)= 二 Etv'), 另 一 方面 ,我 们 不 难看 到 ,vw 各 wv' 有 相同 的 优 
超 关 系 , 从 而 它们 有 相同 的 稳定 集 . 就 本 例 来 说 ,我 们 由 此 断言 ,m' 
没有 稳定 集 。 
尽管 形式 简单 的 对 策 具 有 相当 复杂 的 稳定 集 , 但 仍 有 相当 多 
的 对 策 , 其 稳定 集 只 有 一 个 , 即 非 空 的 核心 .这 是 稳定 集 最 简单 的 
情形 ,有 时 也 称 这 样 的 对 策 是 “可 解 的 ”。 
定理 6.6.1 设 (CN,o) 是 凸 对 策 , 则 核心 是 唯一 的 稳定 集 。 
证 REER OCONEE REEERE T. 
任 取 LEC) E S, 是 满足 SNCS RRA XR 
M 为 充分 大 的 正 数 ,例如 
M > max vC) + P» j|] (6. 6. 2) 


THE Ma Cy +¥or°"* Ya) : 
r a vCGS,) pem zS.) . i E So 
M, 


eee [Sol 


由 So 的 极 小 性 及 MM 的 取 法 ,有 
yN mw), YSCN (6. 6. 3) 
作对 策 CN Lu ,其 中 
w(S) = vS) — y(S) 
假定 能 找到 一 点 zee Clw), (EG 2x0. 那么 y =z t+ yEClv) F 
是 
v(S,) x y' CSa) = zGS) + yGQO 
x y(S,) = v(S,) 
由 此 得 到 2 5,2 = 0, ATM 23 = 0, (€ 56. 因 此， 
Y= HOB, VIES, 
y C30) = vGS,) 
这 表明 核心 中 有 一 个 分 配 y ,使 得 y' TUER x. 
尚 须 证 明 存 在 2ECCw) 使 zx 圭 0; 为 此 ,作对 策 w : 
w' {5) = maxw(T) 
AA vw (2) — 0, El. wo. BIEEA w (220 — 0 ARH w 的 确 是 一 个 
WE. AS, EEE BA FERN S TOCNA S'2 
S,T'OT 使 
w' (S) = wS), wi (T) = wT") 


Bii DPE RAR w 的 定义 ,得 


w(S) + wC) =w(S') + wT") 
«wG' UT) + w(S' (1 T) 
sw (SUT) +w SNT) 
因此 ,利用 定理 6. 4.2, 存 在 zEClw’)。 由 于 w Eww (N) =w 
(N) MA 2€ Cow). oi Hi 
z(N — D Kw (N — D « w(ON) =w (N) = (ND) 
知 z, 0i 1,2, n. 定理 得 证 。 
定理 6. 6.2 设 CN,z) 是 任 一 合作 对 策 。 现 定义 (Nm”) : 
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VCN) + M, S=N 
vGS), SAN 
则 当 M TEAZEAEI.CG'Os o" HEBER. 
这 个 结论 表明 , 当 大 联盟 尺 的 收益 足够 大 时 ,对 策 是 “可 解 
的 "。 定 理 的 证 明 与 定理 6, 6. 1 的 前 半 部 分 类 似 , 留 作 练习 。 


v” (S) = 


$ # x dh 
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n————————————— CO A —M—— 


StH Shapley 值 和 谈判 集 


上 上 一 章 我 们 针对 多 人 合作 对 策 引 入 两 个 解 的 概念 , 即 核心 与 
稳定 集 . 这 两 者 的 一 个 共同 缺陷 是 存在 性 得 不 到 保证 .为 弥补 这 一 
不 足 ,本章 将 类 着 历史 的 足迹 ,介绍 五 六 十 年 代 发 展 起 来 的 Shap- - 
ley 值 和 谈判 集 等 概念 ,这 些 慨 念 作为 合作 对 策 的 解 , 一 个 共同 的 
特性 是 它们 始终 是 存在 的 。 


$1 Shapley fti 


我 们 暂时 撤 开 上 一 章 提出 的 各 种 合理 性 要 求 来 考 虐 支 付 的 分 
配 问 题 , 设 入 =={1,2,…,n} 是 局 中 人 集合 ,特征 函数 为 v. 何 翌 假 
定 各 局 中 人 都 同意 合作 在 一 起 形成 最 大 的 联盟 N. 如 何 将 联盟 的 
收入 分 配给 各 局 中 人 ?一 种 很 自然 的 方法 是 根据 各 局 中 人 给 联盟 
带 来 的 增值 来 分 配 , 即 

z= v1), 
zı = v0(12) — v1), 
x, = v(123) — v(12), 


Xa = VCN) — vCN — n). 
GEE RAB 3 Er WICS . EU ix Re hop RO] RHPA 
的 编号 次 序 有 关 : 例 如 ,如 果 把 局 中 人 nn — l,e, Ž, 1 分 别 叫 作 
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M N TUA ST fae Ap eer 


1’ 2’ 0 那么 就 得 到 一 个 新 的 分 配方 案 ， 
a = vln), 


zz = vuln en — 1) — vn), 


Ig, = ULN — 1) — vN — 12), 
z, = v(N) — v(N — 1). 

对 于 局 中 人 的 其 它 编 号 次 序 , 也 可 接 这 种 考虑 联盟 增值 的 办 法 得 
到 相应 的 分 配方 案 。 由 于 个 肩 中 人 的 编号 方法 总 共有 xn! 种 ,所 
以 这 样 的 分 配方 案 也 有 nlp. 人 
衡量 , 取 这 个 分 配 的 平均 值 ,得 到 


gv) = a Dies: UD SD] i= 1,2... 


(7.1.1) 
其 中 求 和 对 1,2,… ,n 的 所 有 排列 = 进行 ,5: 表示 在 排列 x 中 排 在 
i 之 前 的 那些 局 中 人 构成 的 联盟 ,其 
Sic miei. (7.1.2) 
C.1. 1) 的 和 式 中 有 许多 相同 的 项 ,为 将 这 些 项 合并 在 一 起 ， 
按 N 一 i 的 子 集 将 排列 分 类 ,将 满足 5.=5 的 排列 归 为 同一 类 ,该 
AEEA s! (as D rb XB sm 15]. FÆ. 1. DE 
可 写成 
uu > (St UD — SD] 


mu =S 


nl, 


= > Ue Dec Ui) vw)» 


E ! 


. Bi 


0) 一 >) Dios U7 — vs)) 


SCN—: 


(7.1.3) 
240 


《7. 1. 3) 也 可 用 另 一 种 方法 来 导出 ,这 就 是 Shapley 的 公理 方 
法 。 为 说 明 这 种 方法 的 来 源 , 我 们 回顾 一 下 第 四 章 第 三 节 所 论 的 二 
人 谈判 问题 .针对 这 种 更 一 般 的 二 人 合作 问题 ,Nash 提出 了 一 组 
看 起 来 都 合乎 情理 的 公理 ,然后 从 这 一 组 公理 导出 谈判 问题 的 唯 
一 解 , 即 Nash 解 ,把 这 样 一 种 方法 移植 到 现在 要 考虑 的 x 人 合作 
对 策 ,就 是 我 们 即将 论述 的 Shapley 公理 方法 。 

为 讨论 方便 ,把 特征 型 的 2 人 合作 对 策 ( 不 一 定 满 足 超 加 性 ) 
之 全 体 记 为 CG.G 按照 通常 的 加 法 和 数 习 运 算 构 成 线性 空间 .而 
且 , 由 于 每 个 对 策 由 2" 一 1 个 数 {vu(5)1SCN} 完 全 确定 , 故 G 的 维 
数 是 2 一 1. l 

对 于 G 中 的 任 一 对 策 v, 各 局 中 人 通过 协商 和 讨论 最 后 定 出 
一 个 各 方 都 能 接受 的 支付 向 量 xzE R" 作为 分 配方 案 。 由 vz 到 工 的 
HH — Tit Ba] BEM G Bl R 的 一 个 映射 o: 

Hv) = (A G0. GD,-.9$ 620 
glu) = az, © = 2, Nn 
为 说 明 p 应 该 满足 的 几 个 公理 ,我 们 先 引入 
定义 7.1.1 设 vEG,TCN. 如果 
vE) =S NT) VSCN 
WRT AMR v 的 一 个 载体 Ccarrier) 

DR RAE KREME W. WRT ERE, TDT, M Tb 
是 载体 。 

载体 之 外 的 局 中 人 相当 于 “ 哑 元 "(dummy) ,他 对 任何 联盟 都 
可 有 可 无 ,没有 任何 贡献 。 | 

定义 7. 1.2. 设 r 是 的 一 个 排列 , 即 N EB —^7—Ó5-— BR 
射 ,vEG, 对 策 xv 定义 为 . 

(rv) (S) = v(xS), YSCN 

ro 相当 于 更 改 局 中 人 的 编号 之 后 所 得 的 对 策 。 

现在 可 以 叙述 > 应 该 满足 的 三 个 公理 了 。 
241 


公理 1 (CARD GER T EXP v 的 一 个 载体 , 则 


Sa) = vq 
iT 

公理 2( 对 称 性 ) 对 于 N 的 任 一 排列 rA 
Pui (rv) = gv) 


公理 3( 可 加 性 ) 如 果 uve G. Wi 
gle + v) = ga) + 9G) 

在 这 三 个 公理 中 ,有 效 性 公理 表示 分 配 支 付 时 不 必 把 “哑巴 ” 
考 碰 在 内 。 对 称 性 公理 要 求 ,当局 中 人 的 编号 改变 时 ,他 分 配 所 得 
的 份额 不 受 影响 .比较 容易 引起 争议 的 是 可 加 性 公理 .这 里 牵涉 到 
两 个 对 策 的 和 ,相当 于 7 个 人 同时 独立 进行 两 个 对 策 , 而 每 个 联盟 
的 收益 刚好 是 两 个 对 策 分 别 进行 时 的 收益 之 和 .于 是 可 加 性 公理 
可 表述 为 ,局 中 入 在 和 对 策 中 分 配 得 的 份额 是 在 两 个 分 对 策 中 分 
配 得 的 份额 的 和 。 | 

定理 7. 1. 1 人 Shapley) ”存在 唯一 的 上 映射 ?:G 一 R", 满 足 上 面 
三 个 公理 ,而 且 这 个 唯一 的 ?由 (7. 1.3) 给 出 。 

gw RA A i #9 Shapley (A. 

证 不 难 验 证 ,由 (7.1.1) 定 义 的 p 满 足 上 面 三 个 公理 .为 证 
明 唯 一 性 , 设 Y% 是 C 上 满足 公理 1 一 3 的 =: 维 向 量 函 数 . 先 证 明 两 个 
引 理 ; 

引 理 7. 1.2 TON, ÆRE wr 如 下 : 


(S) = n SDT 
Meo db SST 
Mik c 是 实数 , 则 
Q, iCT 
2 = ms 
crwur) s ieT (7.1.4) 


证 ETER TU; BE cw, 的 载体 ,由 公理 1， 
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Se cwr) = wT) = wT U Ð 


jET 
25 qCuwr) 


je TUI 


?19Gur) + Alcwr) 
JE 了 


故 @lcwr)=0. 
再 任 取 i,jE 了 ,由 公理 2 我 们 知道 (只 要 更 换 ;和 j 的 位 置 )， 
glcwr) = pcwr) 
所 以 由 公理 1， 
IT |glewr) =c, TET 
因此 ， 
Qlcwr) = TFT’ IET 


5187. 1.3 ” 任 一 对 策 v 都 可 表示 为 
ads sores (7.1.5) 


其 中 wor 如 引 理 7.1. 2 所 定义,er 出 下 式 定 久 
C= MC 1t cile (U) (7.1.6) 


TA 


iE 任 取 SCN ACT. 1.6) {RA C. 1 5), 交 换 求 和 次 序 , 作 
如 下 计算 : 
| i | p3 crter} (S) Tm 21 CT 1765) 


TCN TCN 
=% C, = 23247 13g) 
TOS czsvcT 
=5Ņ >， (yl!) 90 
ES- UcCTCS 
MA [S] — iU lj 
E i es 197 a | eer 
Z 1= | t — |U| 


243 


: = yS} 
下 面 接着 证 明定 理 ?. 1. 1. 根据 公理 3 及 (7. 1. 5) ,得 
Pw) = ig rw) 


TON 


再 由 引 理 7. 1.2. 
qc) = S, ITI (7.1.7) 
TECN 


至 此 已 可 导出 唯一 性 。 但 为 了 用 另 一 种 方法 导出 公式 (7. 1. 3) ,可 
继续 进行 计算 。 
改变 (7.1. 7?) 的 求 和 变量 ,将 (7.1. 6) 人 代入、 交换 求 和 顺序 ,得 


— Celi 
gv) = 2 Tsui 


SCN-i 
E um e. — YSU- Ty 
Suen O 


(— putin 


= 2 7 Se peo 
iL 6 SU 
SCN-—: 


I 


E IS1—I7T-i| 

2 NS C pe 

Ed. SIFI 

eT 

A >| A Car 
TEN "TCS$CN-; |S | F- 1 


ae ba AM RAL T 换 了 一 门 ,再 同类 合并 ,得 
am= >> Y GPS par un-er 


for. 


TCN-i TCSCN-i |S} T 
Em b» ye (0 Ut) — 075] (7,1. 8) 
TCN-i 
其 中 
(— zp isin 
Ch) = ~ig; i 
28 ! EN |S | +1 
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可 作 如 下 计算 : 
a=) call s-|T — j— |v" 


Z4 s+1 | s — Tv 
T 
- Sev = vee 
— |T} 
= 1)" = | a 
- [St 5 一 |T | * i 
- [ zT] — zy Tidar (7.1.9) 
D 


这 是 著名 的 第 一 型 欧 拉 积 分 , 值 为 
YTI + prom ITO - [Tia — TES 1)! 
rín + 1) n! 
代入 (7.1.8) 即 得 (7.1. 32, 
虽然 Shapley 值 的 公式 人 7. 1. 2 C7. 1.1) 更 为 简捷 ,但 在 很 
多 场合 用 (7. 1. 1) 较 为 方便 .该 式 还 可 以 按 下 面 的 “随机 顺序 ”来 解 
释 :假定 各 局 中 人 已 商定 在 某 时 某 地 集合 在 一 起 ,由 于 受 随机 因素 
的 影响 ,他 们 的 到 达 还 是 有 个 先后 次 序 , 但 我 们 假定 各 种 可 能 的 到 
AK RAAT ES. BD 1/21. 如 果 当 局 中 人 i 到 达 的 时 候 ， 
发 现 已 先前 到 达 的 人 构成 联盟 S, 那 么 i 的 加 入 使 联盟 的 收益 从 
《5S) 增 加 到 o GS U D ,于 是 他 从 中 得 到 支付 vtSUi) 一 v5),Shap- 
ley 值 8$(v) 就 是 在 上 面 这 种 随机 机 制 下 局 中 人 i 所 得 的 期 望 支 
tł. 
与 “随机 顺序 ”的 解释 相对 应 ,还 可 以 用 “随机 联盟 ”来 解释 
Shapley 值 ,为 看 清 这 一 点 , 令 
R= $, Ha — 0785 [9G U D — 0(S)] 


SCN-—i; 


(9. 1. 10) 
由 C7.1.8) 和 (7.1.9), 局 中 人 :的 Shapley f& e] 5; A 
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1 
pw) = [Ra (7.1.11) 
ü 


现 设 € [0.1]. RESHAPE 上 来 参加 对 策 , 那 么 联盟 5 
CN —iG i 已 决定 不 参加 ) 是 一 个 “随机 联盟 ”, 它 形成 的 概率 是 
(一 2)” 1。 因此 ,Ri;(4) 是 在 这 种 随机 机 制 下 局 中 入 i 对 其 它 
可 能 形成 之 联盟 的 贡献 的 期 望 值 .由 于 对 策 进行 时 并 没有 指定 : 
的 值 ,所 以 到 Ri(2) 关 于 :的 平均 值 作为 局 中 人 ;i 应 得 的 份额 ,而 这 
正 是 (7.1.11) 的 积分 。 

应 当 指 出 ,在 Shapley 和 值 中 ,“ 哑 元 ”所 得 为 0, 这 按 哑 元 的 定义 
是 完全 合理 的 . 另 一 方面 ,虽然 Shapley 值 按照 各 局 中 人 的 贡献 大 
小 来 分 配 支 付 , 体 现 了 某 种 程度 的 “公平 ”与 “合理 ”, 但 这 种 分 配方 
案 未 必 能 为 各 局 中 人 接受 ,因为 在 一 般 情 况 下 ,Shapley f£ 8] tt 
一 定 是 分 配 , 即 glv) 不 一 定 满足 

pw) > vG) (1.1.12) 
然而 ， 如 果 对 策 满足 超 加 性 Cs b OW vOUDIeG- 
vli) Y ES BAY). BRA godt Jg BL Lx DAC. 1.1) 8] ÉC 
TEE 1H C7. 1. 122, 

在 对 策 仅 仅 满足 超 加 性 的 情况 下 ,Shapley 值 向 共 未 必 属 于 
核心 ,这 就 是 说 ,可 能 有 这 样 的 联盟 S 存在 ,使 得 它 有 力量 拒绝 接 
受 按 Shapley 值 给 子 的 份额 ,但 是 ,下 面 的 定理 表明 , 当 对 策 满足 
ESER, Shapley 值 向 基 一 定 处 于 核心 当中 。 所 以 在 这 种 情况 
下 ,Shapley 值 不 仅 衡量 了 各 局 中 人 的 "平均 ?贡献 ,而 且 提供 的 分 
配 还 具有 联盟 稳定 性 。 

定理 7. 1.4 如 果 w ERIR M gv}ECUtw)。 

证 从 (7.1.1)、 核心 的 凸 性 及 定理 6. 4. 2 直接 推出 。 

例 ] 二 人 对 策 的 Shapley 值 为 
vOD 十 v(12) — v2) 

2 x 


amw) = 
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ni) = MD eC — ot) 


Shapley fA [E lit ylv) 可 看 成 是 线段 
[Cr,,2,) |x, > v1) ot, v2) ,Ti 二 re = 0(12)} 
的 中 点 。 
三 人 (0,1) 规 范 对 策 的 Shapley 值 为 
_ pzGl2) + v3) + 203) + 2 


A Cv) 6 

we v(21) + v(23) 一 2v(12) + 2 
6 9 

ny = v(31) + a 2v(12) + 2 


一 般 地 ,容易 证 明 , 在 策略 等 价 关系 之 下 Shapley 值 保 持 不 
IF FRG ZR RK uov 满足 
u(S) = av(S) + 2 


其 中 o>0,B ,Bb, 为 实数 i 
glu) = apv) 十 有 
这 里 ,8 一 (B 8,)。 

把 Shapley 值 应 用 到 简单 对 策 , 就 会 得 到 所 谓 的 Shapley- 
Shubik 权力 指标 .假定 是 简单 对 策 ,那么 ,在 (7.1. 3) 的 和 式 中 ， 
vCSUDD 一 v(S) 的 取 值 只 有 两 个 ,或 0 或 1, 而 且 取 值 为 1 的 充 要 条 
件 是 S 本 身 是 个 输 联盟 ,但 当 i 加 入 之 后 又 能 转 败 为 胜 , 亦 即 i 处 
于 “关键 "的 位 置 .所 以 

a(v) Se lol DI =$] —B! aA 


其 中 之 ;对 所 有 使 ; 成 为 其 关键 的 那 种 联盟 求 和 。 
可 以 用 “随机 顺序 ”对 (7.1.13) 加 以 解释 .我 们 知道 ,在 局 中 人 
的 任 一 排列 中 ,逐渐 扩大 的 联盟 都 要 在 菜 处 转 败 为 胜 , 即 恰好 有 一 
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个 人 处 于 这 一 排列 的 关键 位 置 . 于 是 ,如 果 各 种 顺序 的 概率 都 相 
间 , 则 gCv) 就 是 局 中 人 i 处 于 关键 位 置 的 概率 。 

由 于 在 简单 对 策 中 ,w(s) 一 般 不 再 表示 S BRED. MER 
ARS 各 成 员 的 一 致 行动 能 否 取胜 (如 通过 某 项 法 案 ) ,斯 以 在 这 种 
情况 下 ,局 中 人 的 Shapley 值 就 不 再 表示 他 应 得 的 份额 ,而 是 表示 
他 对 联盟 的 取胜 起 了 多 大 的 作用 , 即 衡量 了 他 在 对 策 过 程 中 “ 权 
力 ” 的 大 小 .因此 ,在 对 策 论 的 文献 中 常常 用 “权力 指标 ”这 一 名 称 
来 表示 上 述 概 念 , 而 由 《7.1.13) 定 义 的 权力 指标 称 为 Shapley- 
Shubik 权力 指标 。 

文献 中 也 常用 另 一 种 权力 指标 , 即 Banzhaf 权力 指标 来 度量 
MA. AVES FREE SURO S 输 的 联盟 S 为 局 
中 人 i 的 摆 盟 , 记 Qi:(v) 为 局 中 人 i 的 摆 盟 总 数 , 则 

Biv) = Q.(v)/ Qw) 
就 是 规范 的 Banzhaf 权力 指标 .我 们 也 记 
BG) = (Bw), B w) 
QG2— Q G0, Q w” FE RE 
gv) = 2!'7Q(v) 

用 这 种 规范 形式 有 时 显得 更 为 方便 。 

显然 ,Q;(v) 可 表示 为 

Q(v) = >) (eS Ui) — v5)] (7.1.14) 


因为 就 简单 对 策 而 言 , (7. 1. 14) 中 只 有 当 S 是 摆 盟 时 , 才 有 uCSU 
i)—v96G) =l ,其 余 项 均 取 0 值 。(9.1.14) 的 好 处 是 它 对 于 一 般 的 对 
策 都 有 意义 。 于 是 有 
wd 一 六 silos UDS] (7.1.15) 
flu) = Cb, Cv) 5259, Cv)) . 
(7.1. 1525 C7. 1. DRHE MAMER vS Ur) —v GO MALI 
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均值 ， 区 别 是 (7. L DA NAILS A S 1. 
15) 的 和 中 各 项 具有 相同 的 权 。 

例 2 ”假定 有 四 个 局 中 人 ,各 人 拥有 的 选票 是 3,2,1,1, 而 实施 
某 计划 需要 5 张 移 成 票 , 于 是 ,我 们 得 到 一 个 加 权 多 数 对 策 (5;3.,2， 
1，1) 。 为 方便 计 , 用 3 和 2 分 别 表示 拥有 三 张 和 两 张 选 票 的 局 中 人 ， 


而 两 个 都 拥有 一 张 选票 的 局 中 人 用 AMB ERR. 


所 有 可 能 的 摆 嚼 总 数 是 2*, 而 3,2,4,B 四 人 拥有 的 摆 盟 总 数 
分 别 为 5,3,1,1, 于 是 ,第 一 种 规范 的 Banzhaf 权力 指标 为 P= 0. 
5,0.3,0;1,0.1), 而 第 二 种 规范 的 权力 指标 为 p= (5/8,3/8,1/8, 


1/8), 


为 计算 Shapley-Shubik Steen gone 四 个 局 中 人 的 所 有 排列 ， 


32AB 
32BA 
3A2B 
3AB2 
| 8H2A 
3BA2 


2A3B 
2B3A 
A23B 
AB32 
B23A 
BA32 


2AB3 


2BA3 


A2B3 
AH23 
B2A3 
BA23 


在 这 24 种 排列 中 ,每 一 种 都 恰好 有 一 个 关键 ,已 用 图 点 标 出 ,表示 
他 的 到 来 使 联盟 转 败 为 胜 , 数 一 下 各 人 成 为 关键 的 次 数 即 知 


Shapley-Shubik 指标 为 (14/24,16/24,2/24,2/24)。 


82 模糊 延 拓 


如 果 把 联盟 SCN 等 同 于 它 的 特征 向 量 es 一 (es ,eg ,… ,es) ， 
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S 


= 


ite ies 
0, ies 
那么 ,联盟 的 全 体 刚 好 就 是 ” 维 的 单位 方 体 O"=(0,1) 的 顶点 集 
£& V*— (0,117. Q 中 的 其 它 点 有 时 叫 作 “模糊 联盟 ”, 每 个 局 中 人 
都 以 一 定 的 “隶属 度 " 属 于 这 种 联盟 。 它 也 可 以 看 成 为 各 局 中 人 都 
以 一 定 的 概率 参加 进去 的 随机 联盟 S. 

SEQ 上 的 实 函 数 5 在 原点 取 0 值 ) 称 为 模糊 对 策 。 本 节 介 
绍 如 何 将 普通 的 合作 对 策 延 拓 成 为 模糊 对 策 , 并 讨论 这 些 模糊 延 
fh 5 Shapley 值 之 间 的 关系 。 l 


2.1 ÆI} Cmultilinear extension) 


把 定义 在 Q" B9 TUR E89 CERT v( 合 作对 策 ) 扩 充 成 为 Q" 上 
的 实 函 数 , 一 种 很 自然 的 方法 是 用 线性 插值 , 先 将 v 线性 延 拓 到 
Q" 的 各 边 , 再 延 折 到 二 维 面 ,如 此 等 等 ,所 有 的 插值 都 在 与 坐标 轴 
D 


a= 7 yA + yB] 
*x(l — Ct yD) 


(l-y)C+ yD 


平行 的 直线 上 进行 ( 见 图 7. 2. 1)。 这 就 是 由 Qwen 5) AH SBR 
性 延 拓 A PL (x2 ,其 一 般 公式 为 


LIC TET ss Lad = >)[T[zTTda 一 z) wr) 
TON ieT iET 


(7.2.1) 
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BR.OKFSTRRRARE RM KERNS ASHER 
延 拓 的 理由 。 不 过 , 尚 需 说 明 OR p SETS BD 
~ Vole) = v(S) (7.2.2) 
Ti E to v 叭 一 的 多 重 线性 延 拓 。 
事实 上 , 当 (z，…zo) 一 上 时 ,(7. 2.1) 右 边 的 和 式 中 只 有 工 
— S 那 一 项 为 v(CS) ,其 余 均 为 口 ,所 以 (7. 2.2) 显 然 成 立 , 为 证 了 叭 
一 性 ,注意 到 任 一 多 重 线性 延 拓 都 可 写成 
U(r,..0,) 一 > ec] [os (7.2. 3) 
TEN ier | 
它 应 该 满足 vOG =v(S), Bl 
Ser =S), SCN (7. 2. 4) 


TCN 


这 是 一 个 有 2 未 知 数 和 2" 个 方程 的 线性 方程 组 ,由 (7. 2. DRE & 
出 它 的 一 个 解 ,这 个 解 实际 上 已 由 (7. 1.6) 表 出 , 它 对 于 任 一 对 策 
v 都 成 立 , 但 对 于 绪 性 方程 组 ,这 意味 着 它 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 
的 ,因而 (7. 2. 4) 上 其 有 唯一 解 .因此 ,多 重 线性 延 拓 是 唯一 的 ,县 由 
(7. 2. 1) 给 出 。 

上 面 的 讨论 也 表明 可 将 (7. 2. 1) 写 成 男 一 种 形式 : 


Us Cri $X25,*'* T) = o er] Ix (7. 2. 5) 
TCN ic T . 
其 中 
Cr = SC Di- luu (7. 2. 6) 


Gar 


我 们 可 以 对 多 重 线性 延 拓 加 以 解释 . 设 5 为 随机 联盟 ,假定 各 
局 中 人 相互 独立 地 参加 联盟 , 且 局 中 人 ;i 参加 的 概率 为 r. 在 这 种 
情况 下 ,形成 联盟 工 的 概率 为 
PAS=T) = [Is]]a-2» 
所 以 ， ne 
ELv(S)] = CE (X, 


f EZ .voG COREE Enix LBL FL 23 685 3H 
望 效益 。 
下 面 讨 论 多 重 线性 延 拓 与 Shapley 值 之 间 的 关系 。(7. 2. 5) 两 
边 对 .xi 求 偏 导数 ,得 
e ao ya = > er] Ix 
两 边沿 Q" Ipfa x Gtt) OSIS] } 积 分 


f ze. ty pat = Sef da now iT] 


Te Ter 


这 与 (7. 1.7) 的 左边 相同 ， 由 此 得 到 
定理 7.2.1 H v Æo SEREM RI Shapley {H plv) 
可 表示 为 


plo) = [2 ac d - .£)dt (7.2.7) 


换言之 ,Shapley 值 向 量 是 多 重 线性 延 折 的 递 度 沿 @@ 的 对 角 线 的 
5525 (8 

公式 (7, 2.7) 除 了 形式 上 的 漂亮 之 外 ,还 有 两 方面 的 作用 :一 
方面 它 可 用 来 近似 计算 一 些 大 对 策 (n 很 大 ) 的 Shapley 值 ( 详 见 
[14]); 另 一 方面 还 可 用 来 推广 Shapley 值 , 比 如 将 积分 路 径 改 为 
连接 (0,0,…,0) 与 (1,1,…,1) 的 指数 曲线 

Ft) E E 

或 者 更 加 一 般 的 路 径 , 所 得 结果 往往 对 应 于 减弱 一 上 节 的 某 些 
Shapley 公理 (参见 [5])。 


2.2 Cornet 延 拓 


Cornet 兽 引 入 合作 对 策 的 另 一 种 延 拓 ,这 就 是 
DIC MEM DES erc [ Imm (7.2. 8) 


TON 
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其 中 cr 跟 上 节 一 样 , 仍 由 (7. 2. 6) 确 定 , 显 然 ,zr 的 确 是 v 的 延 拓 
而 且 是 齐 次 未 数 。 
计算 元 在 对 角 线 的 偏 导 数 , 并 利用 (7, 1. 7) ,得 


Pe eue) = >) = GW) (7.2.9) 


于 是 , 在 对 角 线 任 一 处 的 梯度 都 等 于 Shapley (BIS IR 83 
ao) = | Fc, de (7. 2.10) 


利用 Cornet 延 拓 ,还 可 以 得 到 
定理 7. 2.2 MEIR v 满足 
c; = X DUIS) SO, VS8.[5] 22 


Tcs 
(7. 2.11) 
" ea €Ca», 
证 首先 ,注意 到 , 当 |S | Set 
- |e} (7, 2.12) 
ies 


Fic gi CL xx Bt HITE Hessian XB PEDI SÉ HET 3E (8E B3 X. 
i24 [S | — 18]. C7. 2. 12) 是 线性 函数 ,因此 , 当 (7. 2. 1D EL Tc 
Rp RE. 

38 5 [0] ER CBS E Ht AY 


Telr) — Bele”) « SG — 1) Pe (en) (7.2; 13) 
i=l D 
由 于 
Bel) = v(N) = Yaw = D SEG) 
IEN i i 
PRA. C7. 2.13) St 
v(x) < x4) 


peL 
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245 (v) > vls) 


这 就 证 明了 y@ECw). 
我 们 给 出 一 个 满足 67. 2. 11) 的 对 策 例 子 。 
定理 7. 2.3 设 C= (cc CIERL 是 正 整 数 , 则 由 
v(S) = ( 2:0)". SCN 


定义 的 对 策 满足 (7. 2.11). 

在 证 明 这 个 定理 之 前 我 们 先 说 明 一 下 ， 定理 中 的 对 策 对 于 任 
何 实数 p 之 1 都 是 凸 的 ( 见 第 八 章 第 二 节 ) ,从 而 其 Shapley 值 向 量 
属于 核心 .但 是 ,在 本 定理 中 ,p 是 正 整 数 这 一 条 件 不 能 减弱 ,例如 
X p 二 3/2 时 ,所 得 对 策 有 时 就 不 满足 (7. 2.11). 

证 ”用 归纳 法 来 证 明 : 

Deg D ChCh 2 Di. lise | 


DET SP “Pa! 


ii) ca 一 0， [Alp 
(7.2.14) 
当 |14|==1 时 ,这 是 对 的 ,因为 如 果 A= UU c —vG) —C?. RE 
(C. 2.14) 对 于 14| 委 a 一 1 都 成 立 。 现 考虑 满足 141=a 的 一 个 联盟 
A, 不 失 普 遍 性 , 设 A (1,2, a) EE 
v(A) = (C, te +O, 


= 2, Pi necp (7. 2.15) 
x e EP Qi lords! "6 


Bed emu 


如 果 a 所 pp;, 则 归纳 假设 意味 着 
v(A)- 5c >) £! CC (7. 2.16) 


BCA Pay Fh +4, Gil de 
1Bi«a Bw i, cm 
B 


另 一 方面 ,由 (A= 2 ca 得 


E 
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Em p! -Ch Cf. (7. 2.17) 
pon na, qiie 


Bæ (i, emi, 


这 就 证 4T (7. 2. 1088 D FU C, STEER ca 20. MR a> 
p, 则 根据 3 纳 假设 , 当 pe B| sca — HET cs 0. 因此 


v(A) = 2,65 一 os T 4 


BCA BCA 
{alse 
vCA) = > ， CR 
BCA 
PIE 


所 以 cs=0. 定理 得 证 。 | 
比较 定理 7. 2. 2 和 定理 ?.1. 4, 我 们 自然 会 问 满足 (7. 2. 11) 的 
对 策 与 号 对 策 有 什么 样 的 关系 。 
定理 7.2.4 WR . | 
es = 22 C DETA) 9, VS. (S| 之 2 
则 
veCA) + v(B) xtvC(AU B) - wA) BD, V ASBCN 
El v 是 凸 对 策 。 | 
证 首先 ,注意 到 凸 性 不 等 式 等 价 于 Y SCN, FES BIA 
je 
vls — 1) + eS — 7) SulS) — WS — ij) 
如 果 定 理 的 条 件 成 立 , 则 ¥Y SCN FES ij, 
vGS) + v68 — ij) —v(S — i) — oS — j) 


Ser + > cr — Dy er — Sjer 


I 


TCS TCS-ij TCS-—i TCS—j 
VN 
= > cr 一 py 6p >) er 20 
iETCS i€ETCS—) ijcTcs 


iE. 
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2.3 其它 延 拓 
可 以 将 多 重 线性 延 拓 和 Cornet 延 拓 统一 成 如 下 的 形 > 
DG, = 2 el IBES "r a7. 2. 18) 
TON ier 
其 中 ar 是 任 一 正 实数 (可 以 与 AX). BR HS RHR 
策 是 v ATER. AY or 王 1 时 ,所 得 为 多 重 线性 延 44 而 当 ar= TF] 
时 ,所 得 就 是 Cornet 延 拓 .至 于 Shapley (4,7 
MOT 
= Eu. erTi at = Z in 
EUM | 
dv) = | Za, od 
Shapley 和 Shubik 在 研究 市 场 对 策 时 曾 引 入 另 一 种 模糊 延 
Hi a, 定义 为 
Ugl) = max P yw), ze QQ" (7. 2. 19) 
其 中 max 对 所 有 满足 | 
e^ = T (7. 2. 20) 
的 正 数 y1,… ,ys 及 集合 Tito Ta ÆR. 4 =e HY. (7. 2, 200 88 
WFE ,Tv} 是 SAB A yo y 是 它 的 一 组 均衡 系数 。 
于 是 ,58 ME v PETER TESETR PER 
v(S) = max om às E" SCN 


其 中 max 对 所 有 S- BERT. ,及 均衡 系数 yo Yn Æ 
取 ;, 也 就 是 v 限 制 在 任 一 联盟 $ Er BST XERECS ,1S) 是 均衡 
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的 ,或 者 说 对 策 (5 v ls 的 核心 非 空 。 这 样 的 对 策 恰好 是 上 一 童 提 
出 的 完全 均衡 对 策 , 所 以 ,只 有 当 w 是 完全 均衡 对 策 时 ,vs TAKE 
是 vv 的 延 拓 。 


$3 谈判 集 


早 在 60 年 代 初 ,人 们 就 开始 意识 到 合作 对 策 实际 上 是 个 谈判 
过 程 ,是 各 局 中 人 通过 谈判 达成 协议 结 为 联盟 的 过 程 .前 面 所 论 的 
Shapley 值 只 是 对 各 局 中 人 和 贡献 大 小 作 了 衡量 ,或 者 说 是 总 收入 
的 一 种 "公平 ?的 分 配 ; 核 心 与 稳定 集 只 是 对 分 配 的 合理 性 提出 了 
要 求 , 同 样 没 有 隐 含 这 一 谈判 过 程 .谈判 集 正 是 根据 局 中 人 之 间 可 
能 出 现 的 相互 谈判 而 所 出 的 合作 对 策 的 解 的 概念 ,由 它 还 将 衍生 
出 后 面 两 节 要 介绍 的 核 与 核子 。 

在 这 一 节 及 后 面 两 节 ,我们 仅 假 定 所 论 对 策 (CY， OE EQ) 
# Bil R BUE 

vON) zm 2,0 


而 并 不 假定 超 加 性 成 立 , 我 们 仍然 研究 如 何在 分 配 集合 上 (wv) 中 选 
出 一 个 分 配 作 为 对 策 的 最 终结 局 。 

设 z 是 一 个 分 配 。 对 于 这 个 分 配 ,可 能 有 某 两 个 局 中 人 i 和 和 j 
尚 有 争议 ;i 觉得 自己 应 不 止 得 这 么 多 ,现在 却 让 j 占 了 便宜 。 这 时 
i 可 以 找到 一 个 联盟 5= hors es ALI 
PRAEH y Or uiti Mir 

Ye > Las kES 
l yCS) = vCS) 
(这 里 y(S) 仍 表示 和 x» 换 言 之 ,i 可 以 组 织 一 个 没有 j 参加 


的 联盟 S， 在 这 个 联盟 中 可 以 将 其 总 收入 分 配 得 使 各 参加 者 拨 得 
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(1.3.1) 


比 在 分 配 x 中 的 所 得 更 多 。 这 样 一 个 二 元 偶 (S ,7) 就 称 为 局 中 人 ， | 
对 了 关于 分 配 了 的 异议 (objection ) 。 

局 中 人 针对 i 的 异议 6S,y) 可 能 有 一 定 的 办 法 来 对 付 ,或 者 
说 5 可 能 有 能 力 组 织 一 个 没有 i 参加 的 联盟 D, 以 及 代表 DD 中 各 
人 所 得 的 支付 向 量 ,使 得 


z, 2 Mas REDS 
Zp © Xa, re Dsl (7. 3. 2) 
z(D) = vtD) l 


HEZ TERR DHP, IUR SAS BORSE IE D 中 各 人 所 得 
至 少 有 他 们 在 分 配 x 中 的 所 得 那么 多 ,而 且 , 对 于 DD 可 能 需要 的 
S 中 的 局 中 人 ,他 们 的 所 得 至 少 有 参加 联盟 S 时 的 所 得 那么 多 .这 
样 一 个 二 元 偶 (D,Z) 就 称 为 局 中 人 了 了 对: KTR, WHARF 
1 Ccounter — objection). 

显然 ,针对 i 对 7 的 异议 (S,y),7 有 对 i 的 反 异 议 的 充 要 条 件 
EFE Df jE D,iED, 且 . 

aD — S) Hy N S) KLD) 《7. 3.3) 

定义 7. 3. 1 & EXER v 的 一 个 分 配 x 称 为 谈判 点 ,如 果 对 于 
每 一 对 局 中 人 i 和 j,i 对 7 关于 xz 的 任何 异议 (S,y) 都 要 遭 到 J 
对 i 的 反 蜡 议 ( 关 于 (5,y))。 对 策 v 的 谈判 点 的 全 体 称 为 谈判 集 
(bargaining set), BA Mi G2 xX, Mi. 

谈判 集 的 这 种 定义 最 早 由 Aumann 和 Maschler!") 2196445 
引入 .这 里 异议 和 反 蜡 议 都 只 涉及 单个 局 中 人 ,如 果 在 定义 中 将 单 
个 局 中 人 i 和 j 分 别 用 互 不 相交 的 户 中 人 集合 I 和 J 来 代替 ,是 
在 的 异议 中 不 允许 使 用 J 的 任何 成 员 , 而 在 J 的 反 异 议 中 可 以 
使 用 J 的 一 部 分 局 中 人 ,但 非 全 部 ,就 得 到 另 一 种 谈判 集 M oR 
M. 显然 ,M'CHMi. 以 后 只 局 限于 研究 谈判 集 Mi. 

谈判 集 的 存在 性 ( 即 Mi 的 非 空 性 ) 最 初 由 Peleg’ AR EJ AR 
定理 证 明 , 但 它 也 可 以 用 后 面 要 引进 的 核 与 核子 来 证 明 , 而 县 后 面 
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AS PRE A dé SE RRS SER 5 [8] Ej de BE T PP ROR — T 
判 点 的 方法 。 . 
核心 是 谈判 集 的 子 集 ,因为 对 于 核心 中 的 分 配 ,任何 局 中 人 都 
无 力 提出 异议 .但 是 对 于 一 般 的 对 策 , 即 使 其 核心 非 空 ,谈判 集 也 
往往 含有 核心 之 外 的 分 配 。 
WI ”考虑 三 人 常 和 (0,1) 规 范 对 策 v: 
vl) =0(2)==v(3)=0, ; 
| v(12) =0(23) 29(13) —9(123) — 1. 
A Bob BREE HY A HAE. Mi = (0/3,1/3:1/32) XB E. 08 
于 分 配 2° = (1/3,1/3,1/3) ,任何 局 中 人 i 的 异议 只 能 通过 二 人 联 
HELM, E] nf BASS Lj, (1/3 十 ei,1/3 十 e))) ,其 中 6770. 870, 
€ 3- e, — 1/3. Tfi 7 1 GEL Fc HL GR (1/386. 1/3 - 00 BHR 
表示 三 局 中 人 中 除 : 和 了 7 了 之 外 的 第 三 者 ,e=173 一 6 之 0。 因 此 ,xz? 
€ Mi. 另 一 方面 ,对 于 任何 异 于 xz 的 分 配 (zziyzrs) ,不 妨 设 xn 
zz ,局 中 人 2 对 1 有 异议 人 23, 《Xz; 十 e;1 一 xs 一 8)) ,其 中 8 是 充分 小 的 
IE £t . fl amid; Oe min(1— z; — 2,0; —cm:. 于 是 ,在 这 个 异议 
中 ,局 中 入 2 为 了 取得 3 的 合作 ,把 大 部 分 多 出 来 的 收入 1 一 x: 留 给 
T 3. 针对 此 异议 ,局 中 人 1 提出 反 蜡 议 的 唯一 办 法 是 通过 联盟 13， 
但 zi 十 1 一 六 一 e>>1 ,可 见 联 盟 13 已 无 力 组 成 反 蜡 议 ,这 表明 (zi， 
Trza) € Mi. 因此 ,AM 中 只 有 一 个 分 配 T’. 
例 2 TN={1,.2.3.4,5,6} FER% v SVE 
v(N)—2 | 
v(12) —9(34) =v(125) —v(126) 
-7(345) 2v(346) =1 
v(S)=0, EES 
该 对 第 的 核心 ,可 表示 为 
CCo) = {Ca ro TI X4 xs» £a) d riz Ox rx 
—r3dr,—1.a—r.—0)2) 
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考虑 分 配 (1/3,1/3,1/3,1/3,1/3,1/3). 它 显然 不 在 核心 当中 ,但 
对 于 这 个 分 配 ,可 以 组 成 异议 的 联盟 只 有 12 和 34, 而 它们 要 分 别 遭 
受 345 或 346、125 或 126 的 反 异 议 。 例 媳 , 局 中 人 1 对 5 提出 异议 (12， 
(1/346 ,1/3-- e), dE P 6 6 1,6790, 67 0, 则 5 有 反 异 议 
(345, 1/3.1/3,1/3) , EIE , (1/3.1/3,1/3.1/3,1/3,1/3) €. Mi. 

下 面 的 定理 将 表明 ,对 于 凸 对 策 SATA Sh, BY 
对 策 的 谈判 集 与 核心 重合 ,这 一 结论 是 由 Maschler, Peleg 和 
Shapley HEBR Ay. i 

定理 7. 3.1 设 是 凸 对 策 , 则 Mi(v)=C(v) 

证 Wre€CW), ARE cEM WBA. PRA B io 


eS) = vGS) — x(S) (7. 3. 4) 
i REHE 
e(R) = maxe(S) > 0 
SCN 
的 极 大 联盟 ,于 是 
e(S)<e(R) Y SCN (7. 3. 5) 
e(S)<e(R), RESCN (7. 3. 6) 


现在 考虑 以 联盟 RR 为 局 中 人 全 体 的 合作 对 策 (R,e) ,其 中 特征 函 
We 由 (7.3.4) 定 义 。 显 然 , 这 是 一 个 凸 对 策 。 类 似 于 定理 6 6. 1 的 
证 明 , 我 们 作对 策 (R,e' ), 其 中 
eS) = max eCD) 

BLUE CR vel ) en Si CE A 2I ol iX HERO ,从 而 具有 非 空 的 核 
心 . 任 取 其 中 一 元 ,我 们 有 - 

u(R) =e (R} = max etl)= elR)>0 (7.3.7) 

“Dei T eT), YTOS (7. 3. 8) 

u ze) meq-—o VER (7. 3. 9) 
为 构造 一 个 异议 , 取 kER, 使 >0, 再 取 1€EN 一 R. CH 00770. 
R 隆 人 @,NN, 所 以 这 总 是 可 以 做 到 的 。) 取 充分 小 的 e>>0 使 — CIR] 
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—le>0. REER, y) HH 
um tr + €. ER- 
ee nas, oe (7. 3. 10) 
显然 ， 
yCGR) = uR) + rR) = vOR) 
yx, Vic€R | 
A.R: VÆR PA k 对 的 一 个 异议 .针对 这 个 异议 ,! 必定 没 
ARAM .实际 上 ,对 于 每 一 可 能 构成 反 异 议 的 联盟 DED, kE 
口 ,根据 (7.3. 80, (7. 3.6) 和 凸 性 ,有 
uCD f) RS edtD ANR) 
= e(D) + e(R) — e(DU R) 
> e(D) 
从 而 由 (7. 3.10), 
rCGD — R) + yDNR) 
=2(D) + (y— z)(D f R) 
> x(D) + «GO NAN R) 
> aD) + e(D) = vCD) 
可 见 联 盟 D 无 力 组 成 反 蜡 议 .人 因此 ,xEMi. 


$4 核 


核 是 为 了 研究 谈 兰 集 而 引进 的 概念 ,最 早 由 Davis 和 
Maschler“!-¥ 196545 d 1H , 
为 了 说 明 这 一 概念 ,引入 记号 
e(S 2) = v(S)-— ziS) 
并 称 之 为 联盟 S KF MAT r 的 超出 值 (excess) ,在 不 致 引 起 ， 
混 清 的 情况 下 ,也 简 记 eltS,z) 为 eC5). 还 记 . 了 ,为 含 局 中 人 i 而 
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”不 含 局 中 人 7 的 联盟 之 全 体 , 即 
Fi= {SCNIiES,IES) 
对 于 任 一 支付 向 量 xz, 定义 
s(x) = max eCS ,zx) 20.4. D 


并 称 之 为 在 z 处 局 中 人 i 超过 j 的 最 大 超出 值 , 它 表示 局 中 人 i 在 
没有 合作 的 情况 下 所 能 获得 的 最 大 额外 收入 ,可 作为 i 相对 于 ; 
的 “力量 "的 一 种 度量 。 
如 采 
sr) > s; Cr) C7. 4. 2) 
且 
zj > vl) (7. 4. 3) 
则 称 i 胜 过 ORF 2) 。 说 7 与 了 处 于 平衡 ,如 果 这 两 个 局 中 人 中 任 
何 一 个 都 不 胜 过 另 一 个 (关于 x). 
定义 7.4.1 合作 对 策 w 的 核 扩 Co)( 或 简 记 为 天 ) 是 指 所 有 这 


样 的 分 配 x 之 全 体 :关于 分 配 x ,任何 两 个 局 中 人 都 处 于 平衡 .等 


价 地 ， 
Ktv)= {x € EGO GG — sj Cr) (a; — vCIDD 
«0, Vnje Nix j} (7. 4. 4) 

核 的 非 空 性 可 用 不 动 点 定理 加 以 证 明 , 但 我 们 仍 将 这 一 问题 
留 在 下 一 节 用 纯 代 数 的 方法 加 以 解决 。 那 里 实际 上 得 到 一 个 更 强 
的 结论 eae oy 

定理 7. 4. 1 XFER DA K G0 MAEDA 
空 的 情况 下 , 核 与 核心 有 非 空 的 交 。 

不 难 证 明 , 核 在 策略 等 价 关 系 之 下 保持 不 变 。 换 言 之 ,如 果 有 
两 个 对 策 CN ORION 0E 

u(S) = av(S) + 9, 


其 中 a>>0, (B81,… AER" SY 


K(u) = {ax + Bla € K(w)} 
因此 ,研究 核 时 ,可 不 妨 假定 所 论 对 策 是 0 规范 的 , 即 满足 
vli) =O, i=1,2 e,n 

关于 核 与 谈判 集 的 关系 ,有 

定理 7. 4.2 对 于 任何 对 策 v KCM, w). 

证 ER cE KW), EUEBD rE Mi). AM aie AT 
FPE EMMA PAT A St ERC. RE 
” 受 j 对 i 的 反 蜡 议 , 邑 存在 DCT, Fa 


yDNC + x€D— C) x vWD) (7.4.5) 
RERKHEX. ACET j AE 
; k C 
ee ws (7.4.6) 
yC) = vGOC) 


W cvl) WME D= (7 ENR HIM CD er). PH xL). 
由 于 rEKw) , 故 
5,42) S s(x) 《7, 4.7) 
R s(xz) 的 定义 中 最 大 值 在 DE 处 达到 ,好 
s Cr) = e(D) 
则 
yD VC) + 24(D— C) 
= yC) — yC — D} + aD — ri n D) 
& v(C) — zx(C — D) -- xD) — x(C ND) 
=v(C) — 2(C) + zCD) 
= e(C) — eCD) + vD) 
E s(x) — s;Cr) + vCOD) < vWD) 
其 中 第 二 个 不 等 号 由 (7. 4. 6) 导 出 ,最 后 一 个 不 等 式 由 (7. 4. 70 T 
出 .定理 得 证 。 | 
核 作为 谈判 集 的 子 集 , 它 具有 一 些 其 本 身 特 有 .一 般 谈判 集 并 
不 具备 的 性 质 , 特 别 是 它 也 具备 Shapley 值 的 一 些 特性 。 
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定理 7. 4.3 RIN WORSEN. 
D 如 果 局 中 人 “上 和 处 于 完全 对 称 的 位 置 , 即 ”满足 
& € SSS Uk) = wSUD (7.4.8) 
则 对 于 每 一 xEK(v), 有 =x。 
D 如 果 局 中 人 i EET., BD E 
vS Ui —v60, YSCN 
RR E— € Ke) RA r=. 
HD RE n>a, A lH ELPRABE SCT uhh 
达到 , 即 
e(S) = sy) | + (0.4.9) 
4 S' =SUI—&. N S! EF n, AWM PER v GS) — C52. FE, 
eCS) = vCS' ) — xCS) i 
=e(S') + x; — r, <etS') 
由 此 推 得 
Su Gr) Z2 e(S') > e(S) = sur) 
结合 a> oS) v). L ENR AS x€ K WF. 
Wy x m. 
[;] 38 RT lE Sa r= xD FE. 
i) (RE x; 记 0, 由 cEK Ww) MB, 对 于 任何 Fi ss. 
(x). 1% 
e(S,r) = max{s,(2)| kf € NAAT} = 
可 以 假定 ES ,因为 在 相反 的 情况 下 , 任 取 jES, 由 
a —e(S,x) S s;(x) S s(x) = eG, 
知道 可 用 SCT. CBE S. 进一步 ,可 以 断定 S= UO. 因为 假如 S 
IFS MI ATM 
e(S,r) <e(S —i,z) a 
得 出 牙 盾 ,因此 
a c elir) => XO 
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另 一 方面 ， 
a z elN—i x) > elN, xz) = 0 
这 一 矛盾 表明 假设 不 成 立 , 因 此 ,一 0。 

核 的 定义 虽然 比 谈判 集 较为 简单 (这 是 以 辆 牲 其 直观 意义 为 
代价 的 ) ,但 与 前 面 遇 到 的 核心 .稳定 集 相 比 , 仍 是 比较 复杂 的 概 
念 。 虽 然 如 此 ,对 于 一 大 类 合作 对 策 ( 包 含 满足 超 加 性 的 所 有 对 
策 ) , 核 的 定义 可 以 大 大 简化 ,这 就 是 下 面 的 

定理 7. 4.4 ”如 果 特 征 函 数 v 满 足 

SCT >S) + D>) v@) (7.4.10) 


«eT—S5 

Q rE KW 4BR4 ceCLEWAFARE 

s(x) = s(x), Vij€N,séj (7.4.11) 

证 不 妨 假定 对 策 v 是 0 规范 的 ,这 时 (7.4. 10) 变 成 
S C TzvwG) x; vOD) (7. 4.12) 

只 和 需 证 明 核 中 任 一 分 配 x 必 满 足 (7. 4.11), 

a= max {s,,Cr) |i, j EN, Æj} 

B= {SSIS FW N.e(S.x) =a} 

好 一 门 S. (7. 4.13) 


Seti 
我 们 先 证 明 M=, ERE, R MZQ.iLRCM.ESNICN— 
M, 由 (7.4.13), 有 | | 
l Sulz) = a 2» sux) 
于 是 从 x€ KGOTEH r0. SE 2 gg Ic. 由 
e(S,) = v(S,) — rCS,) = v6$,) — z(N) 
« v(N) — z(N) = 0 | 

R eD v) — a, = OKI} ED 这样 多 中 就 含有 两 个 不 相交 的 
集合 SA) ,因此 M 一 站, 与 假设 不 符 。 这 就 证 明了 M— QD. 

再 证 明 x 满足 (7. 4.11) .假定 存在 两 个 局 中 人 ?和 j 使 
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ST) > su Cx. (7. 4. 14) 
于 是 x;— 0. 根据 已 经 证 明 的 结论 FS 中 存在 不 省 局 中 人 i 的 联盟 
Si. HH C7. 4. 12) ， 

e(S,,UJ) = v8, Uf) rH) x 

> vlg) — X51) = e(S,) 

因此 ， 
syCr) 2 e(S, U j) Ze) =a BS syle) 

2-5(7.4.14 7 Ei BE. 

如 果 进 一 步 加 强 定 理 ?. 4. 38 AR CE ,要求 " 是 凸 对 策 , 那 么 核 
的 结构 就 特别 简单 。 | 

定理 7. 4.5 WR o EORR M Ku) 是 单 点 集 。 

该 定理 的 证 明 比 较 困 难 , 它 构成 了 L11] 的 主要 内 容 . 但 从 定理 
7.4. 2 及 定理 7?. 3. 1 可 立即 推 得 较 该 定理 为 弱 的 一 个 结论 , 即 凸 对 
策 的 核 必 为 核心 的 子 集 。 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 再 来 研究 核 与 核心 的 几何 关系 。 

设 二 是 核心 CC) 中 的 一 点 。 考 虑 从 工 出 发 让 r 增 大 ,同时 让 
x 减 小 相同 的 数量 而 得 到 的 射线 !(z)， 

f(x) = {x — tel + te’ [t > 0} 
其 中 i,j 是 事先 给 定 的 一 对 局 中 人 ，,e DR EHE E ISLEE LR 6; 表 
示 射 线 上 的 点 处 于 CCo) 时 局 中 人 :转移 给 了 的 最 大 支付 , 即 
Cr) = max(r|x — te’ + te^ € C(v)) 
那么 
6,,(2) =— s, Cr) (7. 4. 15) 
实际 上 25 x; MDM £x 减 小 :时 ,eCS Lx Te. RR] uk 
保持 不 变 , 分 别 对 应 于 SE ,SEF FASE, UF 三 种 情 
oA. Er ECW NRE WF SF 
z—te'+te € CW) 
22S) -?:ec), VSE TF; 


€» t x— syl) 
HERR CT. 4.15), 
Hic R(X) 为 以 
z — de + dye! Mz + de' — Bue 
为 端点 的 线段 ,显然 ,Ri(T) 二 R(tzr), 且 两 者 只 与 核心 的 几何 形状 
有 关 。 
定理 7.4.6 设 zECCv), 则 xEK(Cv)N 站 Clv) 当 和 且 仅 当 对 于 
每 一 对 局 中 人 i 和 jr 等 分 线段 R(x). 
证 HO. 4.150, x 等 分 线段 Ri(z) 当 且 仅 当 
s Cr) = sple) l (7.4.16) 
因此 ,只 和 需 证 明 当 cee KCNC OM, (7.4.16) 对 每 一 对 局 中 人 
都 成 立 。 
假如 有 一 对 局 中 人 1,j7. 满 足 su ss GO. B x€ K Gol 
z;7vCD. FE S s Gr) Z2vCB) — x, — 0, Fil TE 18. 55; (22220, 1X ar 
CCOG)OZF B. ; 
定理 7. 4. 6 的 优点 是 将 核心 里 属于 核 的 分 配 用 核心 的 几何 形 
状 , 而 不 是 用 特征 函数 本 身 来 完全 刻 划 出 来 .特别 地 ,有 如 下 的 重 
要 推论 。 
推论 7. 4.7 如 果 两 个 对 策 (N,v) 和 (CN,wv') 具 有 相同 的 核 
>: C=C (v’ >, Wu 
K 站 Co = K@') f] CG! 5. 
注 :在 上 面 的 论述 中 ,如 果 用 强 e- 核 心 代 蔡 核心 , 则 可 得 到 类 
似 的 结论 ,当然 ,在 作 这 种 推广 时 ,e 和 和 分配 集 都 要 作 一 定 的 限制 。 


35 核 子 


核子 是 Schmeidler 于 1969 年 提出 的 合作 对 策 又 一 解 的 概念 。 
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它 与 字典 序 有 关 。 
Buw EMT m HEISTERE ,我 们 说 zx PRR AD w FIA 
u «xo WR zt 不同 , 且 在 第 一 个 不 相同 的 分 量 中 ,zx 的 分 量 比 w 
的 小 。 换 言 之 ,存在 1 委 &<m 使 
W; = W; 一 12 1,. 
uU, S W 
我 们 用 usw 表示 ww a uw. 


对 于 nx 人 合作 对 策 CN ,vwv), 设 工 是 它 的 一 个 分 配 ,联盟 5 关于 

x 的 超出 值 
elST) = vS) — TH) 
可 看 成 5 对 分 配 < 的 满 音 程度 :,e(3,z) 越 大 ,S 对 就 越 不 满意 ， 
从 而 怨言 越 多 。 现 将 所 有 联盟 (共有 ?2 个) 的 超出 值 都 列举 出 来 ， 
并 接 从 大 到 小 的 顺序 排列 起 来 ,这样 就 得 到 一 个 向 量 , 记 为 9(z)。 
Ep 
0,2). [eCS,,2)2 


8, Cx) eCS; x) 


Cx) = (7. 5. 12 


O° Cr) ECS x) 
其 中 SiS ,Sw 是 所 有 联盟 的 一 个 排列 (与 x 有 关 ) ;满足 
€(S,,2) 2 e(S2,x) 之 这 elSy: ,7) (7. 5. 2) 
容易 证 明 ,0Cx) 的 第 i 个 分 量 可 表示 为 
A(x) 一 pmax min{elS r) |S € DB} (7.5. 3) 
|| ae 
实际 上 ,利用 (7. 5. 2) ,上 式 右边 等 于 


max min(e(S, >z), e C$, 22) 
1 


= max eCS,, s£) 
IA «n m 2" 


= e(S,.2) = 8, x) 
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因此 ,2(z) 的 各 分 量 都 是 连续 函数 。 
定义 7. 5.1 合作 对 策 的 核子 Nulv) 就 是 使 6(x) 按 字典 序 达 
到 最 小 的 那 种 分 配 之 全 体 , 即 
Nu (wv) = (x € E(v)[8(2) SIO y © EG)) 


(7. 5.4) 

按照 这 个 定义 ,在 核子 中 ,优先 考虑 最 不 满意 (或 怨言 最 多 ) 的 

联盟 ,选择 的 分 配 要 使 这 种 联盟 的 怨言 达到 最 小 ;在 此 基础 上 ,再 

考虑 次 不 满意 的 联盟 ,所 选 分 配 要 使 其 不 满意 程度 尽 可 能 地 小 ,如 
此 等 等 。 依 照 这 种 思想 , 令 


X = E(v) 
X, = (x|x € X,,00020 = mind, Cy)) (7.5.5) 
一 般 地 , 令 
Xi == {|x € X, Cr) = min PCy}, 
k 一 1,2502” (7. 5.6) 
依 此 可 递归 地 定义 出 集合 序列 XosX vns Xa". BÓ. 
X$,2 X, DX, D+ DX, C7. 5. 7) 


由 于 Xo AE SB 0; GO XESE BTL X EE 2E CR BE HI 0.002 
I xk Sx vk d X, BIER RIS TE KX X ,Xx 都 是 非 空 
紧 集 ,不 难看 出 

Xy = Nulv) . (0.5, 8) 
实际 上 , 设 ee Xe FER yCEGQO WR Or) KO (vy) BADER 
—*P 5 Oy) AR BSP BS <A ALO —06, GO, B. 60s 
A(x). 于 是 y€ X- Bi X, 的 定义 知道 , 0,002 0,0y0, 所 以 ， 
0G F009). 因此 ,对 于 每 一 yEE(v) RE 0G SG ARH x 
ENu(lv), 从 而 证 明了 X-CNu(y) AAR. x€ Nu). BE 
(7.5.4),cE EGO. fti x € X», RARE xc X, 的 最 小 自然 
数 , 于 是 , 当 i<k 时 ,xzEX,. 特别 地 ,zxEXi-i, 再 由 XX 的 定义 及 工 
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€ X, 知道 存在 yE Xi BB 6,0000, GO LIE ERE C9. 5. 7) HEE 
AT. 6 (2) =6,Cy). 所 以 ， 8Cy) 06r), 这 上 与 zENu@) Fi. A. 
XeDNutv), (7.5. DHE. 

利用 (7. 5. ?7), 马 上 得 到 核子 的 存在 性 与 唯一 性 定理 。 

定理 7. 5.1 任何 合作 对 策 的 核子 必 非 空 , 且 只 由 一 点 组 成 。 

证 明 Xx 的 非 空 性 已 经 说 明 。. 为 了 证 明 唯 一 性 ,注意 到 ,在 
Xo E 6, GO 0 Q0 n ,6v(X) 均 为 常数 ,特别 地 ,对 于 Xx 中 的 任意 
两 点 yy* 有 

eQ,x) =elisy), i= 1,2,7 
由 此 立即 得 到 z 一 y, 唯 一 性 得 证 。 

注 : 在 上 面 的 论述 中 ,可 用 R 上 一 般 的 非 空 紧 集 XX 代替 分 配 
集合 E(w) ,从 而 得 到 与 于 有 关 的 核子 Nu(X), 由 于 上 面 只 用 到 下 
(z) 的 非 空 性 和 紧 性 .所 以 Nu(X) 仍 非 空 , 且 只 由 一 点 组 成 。 

核子 的 计算 可 通过 求解 一 系列 线性 规划 来 完成 ,首先 ,为 了 求 
EL C7: 5.5) 的 区,, 考 虚线 性 规划 问题 


min @ 
s.t r($)-FazvwsS), SE "| (7.5.9) 
r € Elv) 


Jk DP (ONDJ& N 的 子 集 之 全 体 。 由 于 该 规划 的 第 一 个 约束 等 
价 于 
a zm) 
pon X, LAT ot min 6G. 如 果 | 
只 由 一 SERS 则 它 就 是 核子 。 在 一 般 情 况 下 , 令 
一 {SleGS xz) — aV r & Xi} 
即 超 出 值 在 ja. a! AER BERS E. uS In 
BR T°) ER RIGS € DP) 
min e(S,zx) 


(7.5.10) 
S. f. £ c X ; 
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如 果 对 应 于 5 的 规划 之 最 优 值 为 ai, 则 SE7' FUSED. 由 此 及 
aM EXTER VAC. BW. AMR PH ce RAT Od 
88 "|S 47 EE GIA 0. 07.5. DPI] Si Sy C. S. 6) 
的 XXt XP OBAT XO. AT RB Xin REESE XI 


min & 
s.t. xfS) 十 之 v(S)， Scr -e (7.5. 112 
x€ X, 


类 似 地 ,该 规划 的 最 优 解 之 全 体 为 7. 5. 60 B Xi. CHR 
AA a. 如 果 Xi+i 只 由 一 点 组 成 , 则 它 就 是 核子 .在 相反 的 情况 
下 ,; 求 出 ` 
FP = {SIS ET,elS x) = aY x E Xir? 

从 而 得 到 6Cx289 8 [P | 371 PIHE LA BH DA 
Xirot Xie? APSF Xr). 按 此 方法 继续 下 去 ,最 终 可 
求 出 核子 。 

应 当 指 出 ,虽然 计算 核子 的 这 种 方法 在 理论 上 是 可 行 的 ,但 真 
正 实现 这 一 算法 时 将 相当 费时 .首先 ,得 求 出 一 些 线 性 规划 的 所 有 
最 优 解 ,这 虽然 可 以 做 到 ,但 计算 量 很 大 。 其 次 ,要 求解 的 线性 规划 
个 数 有 o《4) 之 多 ,所 以 当 稍 大 时 ,这 近乎 无 法 实现 .鉴于 此 ,一 
些 文献 致力 于 研究 一 些 特殊 对 策 核子 的 其 它 更 易于 实现 的 算法 。 
请 参阅 [8],[9] 和 [24j]。 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 儿 述 一 个 属于 Kohlberg 7184 E 88 1 Ff 
它 可 以 很 简单 地 验证 一 个 分 配 是 否 为 核子 。 

ic Ev). WR 00802" 个 分 量 取 2 个 不 同 的 值 ; 

a > ay > D> Qs 


b; -— {S|S z .G,r) = à, b. = 1,24°°° 39 (7.5. 12) 
b, = { {i} z; = vG)} 


Us, = PW) — (i 
5E 27.5. 2<Kohiberg) ere EW). 2 HRTF HRERE 
是 :对 于 每 个 k=} (2,9 ,都 存在 均衡 类 ci 满足 


Us, Ca CUB Us (T. 5.13) 
例 1 考虑 四 人 对 策 CN,z) ,其 中 特征 应 数 v 定 义 为 
v(1234) = 2, 


v(123) = v(124) = v(134) = v(234) = 1, 
v(12) = v(34) = v(1 = v(232 = 1, 
v(13) = 1/2,0(24) = 0, 
v1) = v(2) = v(3) = v(4) = x) = 0. 
取 分 配 z= (1/2.1/2,1/2,1/2) , 则 
b = Ø, 
: = (1234.12,34,14,23), 
= (123. 124,134,234,13,1,2,3,4], 
= (24). 
容易 验证 ， T ie U5 都 是 均衡 类 。 因此 ,zx 满足 条 件 (7. 
5.13) WEF. 
例 2 ”在 上 例 中 和 将 w(123) 改 为 5/4, 其 余 不 变 , 则 类 似 地 可 以 
验证 (5/8,3/8,5/8,3/8) 是 核子 。 
例 3 考虑 (0,1) 规 范 对 策 CN ,v) ,其 中 vv 满足 


(sy) HM, JASAN (7.5.14) 


这 时 核子 必 为 (1/n, ln,… 1/0), 
实际 上 ,如 记 x O/n.l/nse.1/n2 ， 则 对 于 所 有 除 N 之 外 
的 联盟 S. 
IST To Fo 1 
n 


— — umo — 
» 


elr) x. 
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如 果 yér, WEE y 的 某 分 量 y; 满足 y; 达 1/n, 但 在 这 种 情况 
TeG320— — ye —1/n, BL 82278 GO. 因此 ,z 是 核子 。 
下 面 再 来 看 核子 与 其 它 解 的 概念 之 间 的 关系 .首先 ,我 们 有 
定理 7. 5. 3 PAEA ERE RE E TERES RDO 
的 交 中 , 即 
Nule) C Kœ) N LC). " 
.因此 ,Ko 站 EC(Co) 天 他 .特别 地 , 当 对 策 的 核心 非 空 时 , 它 必 与 


BUB. 
AE 设 z 为 核子 ,只 需 证 明 对 于 任 一 非 空 的 强 e 核 心 ,有 rE 
Kw) NCl. 


首先 , 设 yECe(o), 则 对 于 任 一 联盟 $,e(s,y) 委 e, 于 是 
max efSz) 一 由 i(z) XO Cy) = max e(S,y) Se, 

tk = x€C.lv).- 

其 次 ,采用 反 证 法 证 明 ce CK). RE EK (ve) ,根据 定义 ， 
存在 一 对 局 中 人 i,j, 满 足 

s Cx) > sy Cx) ,H X; > vD 
取 8. | 
0 «8 « min [565,6 iet] ance v) 


再 作 y= (yI :as"** sYa )=x (ð) ,其 中 


Les RE i.i) 
[r(0)] — 4x; 4-0, k=); (7.5. 15) 


. Xj; 一 全 kj. 
显然 ,yE EGO. 下面 按 字 典 序 比较 IS 9(y) 的 大 小 。 
首先 ,注意 到 ,对 于 任 一 SCN ,有 如 下 三 种 情况 : 
D SEF ,时 ,el(S,y)=e(5 并 ) 一人; 
i) 当 SE WH .eCS.y)=eCS ,7x)+6; 
ii) 当 SEFiUF sit .eCSsy) =eCS,2), 
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因此 ,从 6(z) 变 到 6Cy), 只 需 改 变 那 些 含 ; 和 ; 其 中 之 二 的 联盟 
的 超出 值 ,而 保持 其 它 联盟 的 超出 值 不 变 。 
由 于 l 
sy(y) = max e(S,2)—6 
essa uq 
= max eGS ,x) tds (32, 


es 比较 向 量 0Cx) 与 OCW ONS 6(z) 不 同 的 最 大 分 量 必 
Fj PRE S. 的 超出 值 ,而 l 
e(S,,y) = e(S,.r) — 6 « eCS ar) 
所 以 ,8(y) 0 GO. 5 x ACTES 


从 这 个 定理 立即 推 得 核 的 非 空 性 ,进而 由 定理 7. 4. 2 推 得 谈判 
集 的 非 空 性 .这 祥 就 用 纯 代数 的 方法 证 明了 谈判 集 的 存在 ,而且 实 
际 上 还 给 出 了 求 出 其 中 一 点 的 具体 方法 . 另 一 方面 ,该 定理 也 表 
明 , 凡 是 核 中 分 配 满足 的 性 质 ,核子 也 满足 。 所 以 对 于 核子 也 有 类 
似 于 定理 ?7.4. 3 的 结论 。 

我 们 把 核子 的 性 质 总 结 如 下 ， 

D 给 每 个 对 策 定义 了 唯一 的 支付 向 量 ， : 

2) 满足 个 体 合理 性 与 群体 合理 性 ; 

3) 处 于 对 称 地 位 的 局 中 人 所 得 支付 相同 ; 

4) ” 哑 元 所 得 为 零 。 

显然 ,Shapley 值 也 共有 上 面 这些 性 质 。 但 应 注意 ,核子 并 不 
满足 Shapley 值 遵守 的 可 加 性 ,这 是 Shapley 值 与 核子 的 一 个 重 
要 区 别 . 如 何在 上 面 凡 个 性 质 的 基础 上 ,再 附加 一 个 或 风 个 类 似 于 
可 加 性 的 条 件 , 对 核子 象 Shapley 值 一 样 地 加 以 公理 化 ?这 是 一 个 
尚未 解决 的 问题 ,最 近 Potterci5 在 这 方面 取得 了 一 定 的 进展 。 

直观 说 来 ,核子 可 比 作者 干 个 数 的 中 位 数 ,而 Shapley 值 是 这 
些 数 的 平均 值 ,因此 两 者 一 般 并 不 相同 。 
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定理 7. 5. 3 的 证 明 也 为 我 们 提供 了 寻找 核 中 一 点 的 另 一 种 方 
E AER ECE), WR xz"EK(Cwv), 则 存在 一 对 局 中 人 i 和 和 j, 使 
f8 s, 20 m S4 GEO BL 2527 v CD. 再 取 
分 = min [5 5, C2") — sl) Jr? 一 vi} 
#7. 5. 35) 4E 1H ot =r). BRA su Cos; A xi Sep, © 
上 且 至 少 有 一 个 等 号 成 立 ,。 所 以 直观 上 看 ,z! 比 oO ETEXET E GE 
中 之 点 的 要 求 。 如 果 r AKE) MARMA EH x? SR IK 
样 得 到 的 序列 {x"} 恰 好 体现 了 局 中 人 之 间 动 态 的 讨价还价 过 程 。 
它 是 否 收 敛 到 核 中 的 点 呢 ? 这 是 Maschler 于 60 年 代 末 在 一 次 国际 
对 策 论 会 议 上 提出 的 问题 ,后 来 Stearn"*"1 作 出 了 肯定 的 回答 ,并 
提出 如 下 更 加 一 般 的 谈判 集 概 念 。 它 实际 上 是 将 对 策 看 成 是 一 般 
的 谈判 过 程 。 
定义 7.5.2 设 CN,v) 为 xn 人 合作 对 策 ,假定 对 于 每 两 个 局 中 
人 的 有 序 对 (i ,让 都 有 一 个 定义 在 分 配 集 上 (uv) 上 的 非 负 实 函 数 di 
《zx) ,满足 
d,{2) & 2; — vlj) 
〈 称 为 需求 函数 。) 将 这 于 一 个 函数 放 在 一 起 构成 集合 万 = {di}. 
Mpilo) = (x € EW) |d,;(2) = 0} (7. 5. 16) 
并 称 之 为 对 策 v RF OD 的 谈判 集 。 
定义 中 的 dij(z) 一 般 表示 当 就 分 配 x 进行 讨论 时 ,i 要 求 从 j 
处 索取 给 自己 的 数量 。 所 以 , 当 有 某 个 di,(z) 大 于 零 时 ,最 后 的 分 
配 结果 肯定 不 同 于 x. 这 就 是 定义 (7. 5.16) 的 Mo lv) 作为 谈判 集 
的 理由 。 
如 果 取 
min [ [s Ga) — slæ) z; 一 vC, 
d;l) = su) zm sur) 
0, sj) < sux) 
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T] d; Cr) = 024 HN 2 

200 [syGO — ssGOJEx, — vp] <0 
因此 ,这 时 的 Mo GO ERK K G2. 

再 取 
d(<) = minlalz(a) € M,,(v)} 
其 中 a (a) C7. 5. DEX RRE a 中 局 中 人 7 向 i 转移 a 个 单 
位 之 后 所 得 的 问 量 ;Mij 定 义 为 l 
Mtv) 二 {y| 关 于 y.i ECR ABBR jo EB RC) 
M,@)BREPAR. WI RER 
- Mp(v) = MM) = Mi (vw) 


因此 ,第 三 节 讨 论 的 谈判 TTE. 文 种 更 一 般 谈判 集 的 特殊 情形 。 
t # ox wR 
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第 八 章 ”没有 旁 支付 假设 的 对 策 


$1 引言 


在 前 面 两 章 , 我 们 作 了 这 样 一 个 旁 支付 假设 :各 局 中 人 都 用 相 
同 的 尺度 来 衡量 他 们 的 赢得 (或 称 效用 ) ,而 且 各 联盟 的 所 得 ,可 以 
按 任意 方式 分 配给 它 的 各 个 参加 者 , 即 效用 可 以 自由 地 从 一 个 人 
转移 给 另 一 个 人 。 这 一 假设 使 我 们 在 描述 对 策 时 作 了 很 大 的 简化 ; 
仅 用 一 个 实数 v(S) 来 表示 联盟 S 中 各 成 员 联合 在 一 起 时 的 各 种 
可 能 性 ,然后 将 问题 化 成 如 何 将 总 收入 分 配给 各 局 中 人 使 得 他 们 
愿意 合作 在 一 起 。 | 

但 是 ,在 许多 场合 旁 支 付 假设 并 不 成 立 . 在 有 些 情况 下 ,现实 
环境 里 根本 不 存在 对 各 局 中 人 都 通用 的 尺度 (货币 ) ,这 时 联盟 的 
“总 收入 "就 失去 了 意义 ;在 另 一 些 情况 下 ,虽然 有 通用 的 货币 存 
在 ,但 局 中 人 之 间 不 可 能 (或 不 允许 ) 通 过 金钱 的 诱惑 (或 行贿 ) 来 
达到 合作 的 目的 .不 管 是 哪 一 种 情况 ,都 已 经 不 能 用 单个 实数 来 表 
示 联 盟 的 所 有 可 能 性 ,通常 也 不 能 用 一 个 代表 联盟 的 “最 好 ”效果 
的 支付 向 量 来 表示 ,而 只 能 用 一 个 支付 向 量 的 集合 来 表示 合作 时 
联盟 中 各 成 员 所 能 获得 的 支付 之 全 体 . 经 这 样 推 广 之 后 所 得 到 的 
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对 策 称 为 效用 不 可 转移 的 对 策 或 NTU O i pe EM 
10. 1. 1), 而 前 两 章 研 究 的 有 旁 支 付 假 设 的 对 策 通常 叫 作 普通 对 
策 , 只 有 商 个 局 中 人 的 NTU 对策 已 在 第 三 章 作 了 研究 。 

为 了 下 面 的 叙述 方便 , 先 引 入 一 些 记 号 , 设 N=={1,2,…,n)} 
仍 为 局 中 大 集合 ,SCN ,用 RRRA SA RHR ZE, E 
|S | 维 的 欧 氏 空间 ,其 中 每 个 向 量 的 各 分 最 都 用 S 中 的 元 素 作 为 
足 标 . 对 于 oe vyER (=P) Axe RR r Æ RS LRH, BHE z 
限制 在 $ 上 所 得 的 [8] EE La 22 y 表示 对 一 切 1ES ,都 有 z;z yi 而 
iy 表示 对 一 切 iES ,zx 之 yi. 最后, 记 

R+= {x € Rix > 0} 
R64 = {x € RI|z> 0}. 

定义 8.1.1 一 个 nn 人 NTU 对 策 是 二 元 偶 CN,V) (或 简 记 为 
VO ,其 中 特征 函数 了 是 一 个 多 值 映 射 , 它 将 每 一 个 联盟 S 映 成 R* 
的 一 个 子 集 VS) ,满足 

D VCS =Ø S S=; 

di) XL—W SCN.VCGORISIS. 

üD zr€VG)Oyxz-—y€VG); - 

iv) 对 于 六 的 每 一 非 空子 集 SMA (2 IzEV(S)— Uint 
VG) SAAR EP intV (站 表示 VG) 的 内 部 ， 

条 件 让 ) 称 为 “广泛 性 ”, 指 的 是 ;如 果 联 盟 S 能 获得 支付 z, 则 
它 也 能 得 到 比 x 小 的 支付 yi 的 一 个 直接 推论 是 Y(S) 是 一 个 
“HER” ERRA RY“ R 中 一 个 子 集 的 直 积 .有 些 对 策 论 文献 
RASA ES HE V GO XE VER 的 子 集 .这 样 作 的 一 
个 缺点 是 不 同 的 V C5) 处 于 不 向 的 空间 ,从 而 给 一 些 定义 或 公式 
的 叙述 带 来 了 不 便 。 采 用 现在 这 种 处 理 方 法 除了 记号 上 的 便利 之 
外 ,还 有 利于 对 NTU 对策 作 几何 上 的 描述 (图 8. 1. 1)。 


(D Nontransferable Utility 的 缩写 。 


fg. 1.1 Fit wR 0) JU fo] RAR 


由 条 件 iv) 知 各 VORTEC. TE VOTERA? 
€ R" |xiw;) ,其 中 wv 是 固定 的 实数 有 时 也 将 对 策 “ 规 范 化 ”: 令 
V v 为 0, 则 
VG) = {x € R"|x, <0} 
”有 些 作者 根据 不 同 的 目的 要 求 V(S) 是 凸 的 或 V 满足 如 下 的 
超 加 性 : 
VOSINVGICVS UT), SAT =A .1.1) 
虽然 这 些 条 件 实际 也 常常 是 满足 的 ,但 在 NTU 对 策 的 定义 中 还 
是 不 作 这 些 假定 。 a 
对 于 普通 的 合作 对 策 (N A) ,可 将 它 看 成 是 一 种 特殊 的 NTU 
XI9R CN ,V D ,其 中 
VG): iz€R"|rzGS)x fG)i (8. 1.2) 


在 应 用 中 常常 会 遇 到 一 种 称 为 有 限 生 成 的 NTU 对 策 , 它 可 

表示 为 
VCS) = (xl FE y EYG) fili à y!) 

其 中 {Y(5)})scw 是 R* 中 的 一 组 有 限 集 。 容 易 验 证 ,Y 满足 定义 中 
的 四 个 条 件 。 

如 果 某 对 策 已 以 策 覆 型 【一 CCv SP £8 18 WAR RA 
法 导出 相应 的 NTU 对 策 。 为 说 明 这 一 点 ,我 们 用 Xs 表示 联盟 S 
的 所 有 联合 混合 策略 之 全 体 。 

RL 83 “特征 范 数 定义 为 

V4$)- UO (€ R'I£ EP WY jE S) 


(8. 1. 3) 
按照 这 个 NTU XS V。, 联 盟 S TWEE A ode E Bos s 
可 以 找到 这 样 一 个 策略 x, 使 得 只 要 S 采用 这 个 策略 .就 不 管 S 之 
外 的 局 中 人 采取 什么 策略 ,S 中 各 人 都 可 以 获得 至 少 是 6, 的 支 
付 。 所 以 ,a- 特 征 函 数 体现 了 各 局 中 人 悲观 的 合作 行为 。 
对 策 1 的 8- 特 征 函数 定义 为 
V4S)— Q UE RE & PjG».V j€ SI 


(8, 1. 4) 
按照 这 个 NTU XS VS RB S WAGE EYAL 
管 S 之 外 的 局 中 人 采取 什么 策略 ,S 里 面 的 成 员 总 是 可 以 联合 作 
出 反应 ,使 得 S 中 的 局 中 人 d 所 得 至 少 是 名, ES IC 8- FARE ES CIE 
现 了 各 成 员 乐 观 的 合作 行为 。 

倒 1( 联 盟 问题 ) 4 和 B 必须 联合 作出 决定 ,让 其 中 一 人 给 CC 
寄 去 现金 200 元 。 如 果 他 们 不 能 达成 协议 , 则 每 人 鹿 堵 300 元 ,与 此 
同时 ,C 必须 给 4 或 8 寄 去 200 元 ,这 里 我 们 假定 局 中 人 之 间 不 能 
作 现 金 转移 。 

联盟 AB 的 支付 矩阵 如 下 : 
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C 的 S K 
E CB 


BC 200, —200 ONE 
未 达成 协议 —100,— 300 — 300, —100 


其 中 第 一 个 数 表示 4 的 所 得 ,第 二 个 数 表 示 BRE. RIM 
E V.(AB) ERE AB 的 第 一 个 策略 可 保证 获得 (一 200,0), 第 二 
个 策略 可 得 50, 一 200)，* 第 三 个 策略 可 得 (一 300, 一 300)。 一 般 地 ， 
如 果 联 盟 采 用 混合 策略 (P,,P:,P;), 则 它 能 保证 联盟 的 两 个 成 员 
获得 支付 (一 200P, 一 300P,, 一 200P, ,一 300P:)。 令 P,— 0, KA 
可 获得 图 8: 1. 2 对 角 线 上 任何 一 点 所 代表 的 支付 。 因此 V.CAB) RE 
是 图 中 左下 方 的 阴影 部 分 。 

再 考虑 Va(AB),C 的 第 一 个 策略 使 8 的 所 得 无 法 比 0 多 ,C 
的 第 二 个 策略 使 4 的 所 得 无 法 比 0 多 .因此 ,图 中 画 了 斜 线 的 那 部 
分 区 域 都 是 些 无 法 实现 的 支付 向 量 . 除 了 这 个 区 域 之 外 ,其 余 的 支 
付 都 是 可 以 通过 乐观 行为 而 获得 的 支付 。 实 际 上 ,如 果 C 以 概率 
Pi 和 三; 采用 它 的 两 个 策 酷 , 则 AB OLLI A BE CP, P00 7E 
反应 ,致使 实现 支付 (200, — 200) Fl (— 200, 200) 的 概率 都 是 
pps 从 而 期 望 支付 为 (0,0) ,因此 Ye*(4) 就 是 画 斜 线 区 域 的 补 ， 
即 第 四 象限 ( 含 边界 ) 。 

对 于 一 般 的 NTU 对 策 , 象 第 八 章 所作 的 一 样 , 仍 假 定 最 大 的 
联盟 形成 。 于 是 ,问题 就 变 成 如 何 从 了 CV)? 中 选 出 一 个 支付 向 
量 作 为 对 策 的 最 终结 局 。 : 

这 里 首要 的 一 个 概念 是 Pareto 最 优 性 , 称 zEC FEC E Pare- 
to 最 优 , 如 果 不 存在 y 关 zx 使 得 对 一 切 iEN,y; 之 zi. 我 们 认为 从 


282 


e? 

XU XO DO A Oy 

ene Oo 的 

CX SOC. — 
sts Sa eret, 


*, 
ee, CH 0 
CN 
QUE KROON EAR 


e" COSS 
OC DOS OKO | 
0 CSI mA dO tye 
OER SK tete, 
Oe KORO OQ 


图 8. 1.2 


V (N) 中 选 出 的 支付 (向 量 ) 首 先 应 当 满 足 Pareto 最 优 性 ,因为 在 
相反 的 情况 下 ,可 以 找到 另 一 个 支付 向 量 , 使 得 各 局 中 人 所 得 都 不 
比 原来 的 少 , 而 且 至 少 有 一 个 人 所 得 更 多 。 ; 
其 次 ,同样 可 以 引入 优 超 的 概念 , 设 z,yEVCN). 称 z 优 超 y 
GEY > 0 ,如果 存 在 联盟 S (818 x € V GO E. x 之 六 .在 此 基础 
上 ,可 以 引入 核心 和 稳定 集 的 概念 .核心 是 VY CN) 中 不 可 优 超 的 支 


hze, wA CN VRC), Bp 


CN, V) = {zx|z € VOD RFE SRy € VCS) Br y^ 2 2} 


(8. 1.5) 
也 可 以 写成 
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C(N,V) = VON) — U int VS). (8.1.6) 
- SCN 


稳定 集 是 指 VCN) 中 满足 内 部 稳定 性 和 外 部 稳定 性 的 子 集 ,其 中 
内 部 稳定 性 是 指 该 集中 任何 两 个 支付 部 没 有 优 超 关系 ;外 部 稳定 
性 是 指 集 合 外 的 任 一 支付 都 要 被 集合 里 面 的 某 支 付 优 超 。 

关于 稳定 集 ,Stearn"" "曾经 证 明 所 有 满足 超 加 性 的 三 人 NTU 
对 策 都 有 稳定 集 。 另 一 方面 ,他 也 得 到 一 个 没有 稳定 集 的 七 人 
NTU 对 策 。 

关于 核心 .下 一 节 作 详细 的 研究 (针对 核心 的 非 空 性 ). 这 里 只 
提出 两 个 与 核心 有 关 的 概念 , 即 均衡 NTU MRA NTU 对 策 。 

(N,V) 称 为 均衡 的 NTU 对策, 如 果 对 于 N 上 的 任 一 均衡 类 
Si So ,Sm} ,有 如 下 的 包含 关系 、 


Avo C VCN) (8. 1.6) 


应 当 注意 , (8. 1. 6) 对 所 有 的 均衡 类 成 立 当 上 且 仅 当 它 对 所 有 极 
小 均衡 类 成 立 . 这 是 因为 任 一 均衡 类 都 是 在 一 极 小 均衡 类 中 再 加 
ACUE SR R6 Vm ux Hof CV COSE zh. 5 Bb. n SOUL VET AE E HL 
性 ,那么 只 须 对 非 剖 分 的 极 小 均衡 类 验证 (8. 1. 65. 

均衡 NTU 对 策 的 这 种 定义 可 看 作 第 八 章 普通 均衡 对 策 的 推 
BRE REN, DETEN AHEM PE LE C8. 1. DHE 
看 成 一 个 NTU XHSR ON ,Vy), 则 CN ,Vy) 是 均衡 的 充 要 条 件 是 对 
FN 的 每 一 极 小 均衡 类 5b, 有 

a(S) CS), YS € br) x FIN) 


这 等 价 于 线性 规划 | 
max rGON) (8. 1. 7) 
s.t. a(S) SASSEL (8.1.8) 


的 最 优 值 不 超过 A(N). 根据 对 侦 定 理 , 这 又 等 价 于 规划 
min DAsf(S) (8. 1. 9) 


SER 


s. t. Sys = LIEN (8. 1. 10) 
s€6 
$3; 
As 20S ES (8.1.11) 
的 最 优 值 不 超过 SON) MAA o ER pH AA, 08. 1. 100 一 
(8. 1. 11) RAHE — fe (As)ses LW E A70, 于 是 最 优 值 为 


> ,27(CS) 。 因 此 ,CN,V7) 是 均衡 的 NTU 对 策 当 且 仅 当 对 于 每 一 


极 小 均衡 类 5 及 其 唯一 的 均衡 系数 (4s}ses, 有 
DAIO SFO), 


See 

BD ON ,让 是 均衡 对 策 ( 参 考 定理 6. 5. 4)。 

另 一 类 与 核心 有 关 的 对 策 是 同 NTU 对 策 , 称 NTU HRN, 
7) 是 凸 的 ,如 果 

VSINVIYCVSUMUVISNT), STON 

(8. 1. 12) 

不 难 验证 ,这 种 凸 性 是 第 八 章 所 论 普 通 对 策 凸 性 的 推广 ,换言之 ， 
如 果 CN, 放 是 有 旁 支付 假设 的 合作 对 策 , 则 (N,Vy) 是 凸 NTU 对 
策 。 


$2 核 Ù 


对 策 论 的 一 个 中 心 问题 是 确定 出 一 些 有 意义 的 对 策 类 型 ,使 
它们 具有 非 空 的 核心 .本 节 的 目的 正在 于 此 。 

首先 考虑 如 何 将 第 八 章 的 定理 6. 5. 4 推广 到 NTU 对 策 上 来 。 
为 此 , 先 将 著名 的 Knaster —Kuratowski — Mazurkiewicz 定理 ( 简 
WRK—K—M 定理 , 见 附录 ) 推 广 为 K 一 K 一 M 一 S 定理 ,后 者 是 
Shapley 于 1973 年 发 现 的 。 

TE ee. se 表示 R 中 的 2 个 单位 向 量 。 又 设 A 
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为 R 的 单位 单纯 形 。 对 于 SCN ,我 们 用 
AS = convieé [i € S) 
表示 所 有 CGE SHA. FEASA”. 
定理 8. 2. 1X —K — M—S) iR{C|SCN) SA 的 一 族 闭 子 
集 , 满 足 


UC > 4. VSCN (8.2.1) 
则 存在 N 上 的 一 个 均衡 类 5, 使 得 
ac xq (8.92.2) 


在 证 明 这 个 定理 之 前 ,要 作 两 点 说 明 。 第 一 ,如 果 在 定理 中 对 
F|S|>14 C xQ,R]K—K—M-S 定理 就 变 成 人 一 多 一 M 定 
理 ,第 二 ,在 定理 的 结论 中 可 以 要 求 5 是 极 小 均衡 类 ,因为 用 5 的 
一 个 极 小 均衡 类 代替 5 只 会 使 人 jC HX. 

证 了 作 一 个 定义 在 4 上 取 值 为 N 的 子 集 类 的 函数 L: 

LG) = {Slr EC} (8. 2.3) 
其 中 C 是 满足 (8.2.1) 的 4 的 周子 集 。. 于 是 ,对 于 zE4 LOE 
少 含有 的 一 个 子 集 , 显 然 ,只 和 需 证 明 存 在 xE 有 A, 使 得 L(xz) 包 含 
一 个 均衡 类 。 

另 一 方面 ,如 用 
pa EIZ” 
RRA 的 重心 , 则 容易 验证 集 类 5 中 含有 一 个 均衡 类 当 且 仅 当 
m" € conv{m’ |S € b} 
因此 RRI G: A— CAD; 
G(X) = convim^|S € Ltr)} (8. 2. 4) 

醒 要 证 明 的 是 存在 zxE4 使 得 


© 本 证 明 是 Shapley1987 年 来 华 讲 学 时 提出 的 。 
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m" € G(x) . (8.2.5) 
下 面 设法 用 Kakutani 不 动 点 定理 证 明 这 一 点 。 
证 骨 的 思路 是 这 样 的 ,把 4 嵌入 到 一 个 比 4 天 一 些 的 单纯 形 
A' ,然后 在 4' 上 构造 一 个 “Kakutani” 集 值 映射 ,使 它 的 不 动 点 全 
部 落 在 4 中 且 满 足 (8. 2. 5)。 | 
首先 ,G 的 图 像 {(x,G(x)) rE 有 A} 显然 是 闭 的 , 且 对 于 每 个 x 
€ 4,G(z) 都 是 非 空 的 紧 凸 集 ,因此 ,GCz) 是 一 个 取 值 为 紧 凸 集 的 - 
上 半 连 续集 映 ，。 
其 次 ,定义 集 映 PEIA— A). 
Fiz) = z +m" — Glr)® 
其 中 A 表示 A 所 在 的 超 平面 , 即 
| A-—ir€R|zONUD = 1} 
BUR FSR A bE, A € A.F GOJ&dE z 665 EG 
REF 的 值 域 可 能 超出 了 A 而 跑 到 4 中 。 
FF 已 具有 所 需要 的 一 个 性 质 , 这 就 是 下 的 不 动 点 满足 (8. 2. 
5) .但 是 下 的 定义 域 和 和 值 域 不 一 样 ,所 以 要 先 适当 扩大 下 的 定义 
域 ,然后 才能 使 用 Kakutani 不 动 点 定理 。 
因此 , 作 一 个 大 一 点 的 单纯 形 4 : 
A’ = {x E€ R*|2(N) = 1,2; > 1,iEN)}. 
由 于 A'DA+A—A aH F BE Ai A’ DEFA). 
下 面 再 定义 一 个 将 4' 收缩 成 4 的 函数 产 一 (Pi shore sha): 
max (0, y;) 
S max(0,y;) 


jen 
显然 ,h 是 连续 的 ,而 且 对 于 r€ AG) =z. 
SUB TEES EE L' ,将 工 的 定义 域 扩充 到 A: 


h, Cy) = (8. 2. 6) 


Q 这 里 及 以 下 “一 ” 指 代数 运算 ,而 不 是 集合 运算 。 


Li ty) = {SIS € L(hACy) y SO.Vie S) 
MF ye A". iia T— (1220) Bl A G2 € AT TE IB (8.22. DE 
TESC€LOGOCGDDOR SCT, MMSEL' Gy). AL’ WRI, 
另外 ,天 在 4 上 显然 与 世 重 合 .再 类 似 地 定义 
G' (y) = cony {m° |S € L' Cy)} (8. 2.7) 
A V, G' 仍 是 取 值 为 非 空 紧 凸 集 的 上 半 连 续集 映射 。 
至 此 ,我 们 已 可 作出 期 望 已 久 的 “Kakutani” 函 数 FE" : 


F' Cy) = hy) + m“ — G' Cy). (8. 2. 8) 
ERAMPILPER: 
D) 对 于 每 个 y€E A' FCW BASH ROR; 
2) 天 上 半 连 续 ; 


3) SW zC€A,F'(z)—F(xD; 

4) 对 一 切 x€ A' ,F' (x2CCA' ; 

5) 2 EF (x) A r€ Ax WES. 2.5); 

6) z€F' G)-z€ A. 
其 中 1)、2) 和 3) 在 上 面 一 连 串 的 定义 中 已 作 了 说 明 ;4) 可 从 A Cr) 
€ A fil G' (2) CA 推 得 ;5) 可 从 3) 直 接 导出 ;为 证 明 6), 设 z€A4’/ 
Av A' 的 定义 ,存在 iEN fi x; 0. FRR (B. 2.60 hlr) —0. 
再 由 工 ' 的 定义 知 , 对 于 SEL' (2) AES, AT m? —0. 由 此 推 
(8,34 yEG 《zr) 时 ,yy 二 0. 因 此 ,根据 的 定义 ,如 果 ZEF Cx), 
则 存在 y€G' 满足 


z= AG) + mY — y m0 bL 002» 


这 表明 rAr, B zx RE RBA. 

最 后 ,由 性 质 1)、2) 和 4), 可 用 Kakutani 不 动 点 定理 ,于 是 存 
E x CA ME €F Cr’). Ho, CA. BAD) or RECS. - 
2.5) .定理 得 证 。 

以 K 一 K 一 M 一 S 定理 为 楚 础 ,已 可 证 明 Scarf! 196746 It 
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STC Ie. 


现 的 一 个 著名 结果 。 
”定理 8. 2.2. 均衡 NTU 对 策 的 核心 非 空 。 

‘Scarf 发 现 这 一 结果 时 采用 的 是 构造 性 证 明 , 源 于 Lemie f 
Howson 计算 双 和 矩阵 对 策 平 衡 点 的 方法 ( 见 第 四 章 )。 下 面 的 证 明 
属于 存在 性 证 明 ,是 Shapley 于 1973 年 提出 的 。 

定理 8, 2. 2 的 证 明 设 Y 是 一 个 均衡 的 NTU 对策, 为 书写 方 
便 , 假 定 该 对 策 已 经 规范 化 ,于 是 | 

VG) = {z €E R'ix; <0}, LEN (8. 2. 9) 
由 NTU 对 策 的 定义 ,可 取 到 充分 大 的 数 好 ,使 得 对 每 一 SCN， 
z EVS) -YVG > z«M. Vies 
(8.2.10) 
重新 定义 A Hi nMi 1zES) 的 凸 包 , 下 面 将 在 新 的 单纯 形 A” 
上 使 用 K 一 K 一 M 一 S 定理 。 
首先 ,必须 作出 集合 C*. 为 此 定义 
t(x) = supít|x + te € U intV C55] , x€R" 


(8. 2,11) 
其 中 e 是 各 分 量 都 是 1 的 向 最。B 因为 当 t 充分 大 时 ,对 一 切 iEAN 有 
{XY 十 te); 裕 0, 所 以 | 
x+te € U intV C5) B xdijecevao — UintV G) 
中 必 有 一 个 成 立 , 因 此 由 (8. 2.10) ,zxCz) 有 限 , 另 外 ,tiz) 是 个 连续 
BI 
| r T te € U intVG) (8. 2.12) 
其 次 ,定妆 
= {x E Ala + tlre € VCS)} (8. 2. 13) 
AD £ Ca BES RR. C? RAR. FERC’ 满足 (8. 2. 
1); 
i$ rE ATC A", H tC Ae eM 
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—À— | 
————————— HÓA ——— — — — € 


r T t(r)et€ JUint o) = UV 
-于 是 存在 SCN 使 xiajeEytS); Bn "m RIKE SCT. 
ERE, a THOM rir) = 一 nM 知道 存在 j€ T 8B x, — M, 
比如 x, — — M—e; chi eo. 这 时 ,由 (8; 2. 9) MT, 24 tM e Bt, 
atte €intVC;) C intV (5). Pt. iH (7. 2. ID. "on 
(x)eM+e>M (8.2.14) 
再 由 (7?. 2.12),zx 十 tC(z)eEe UintV C. 由 此 及 rne cv) 
和 (7. 2. 10) ,得 
zi dt) X Mies 
因此 ,对 一 切 i€ Sz, « 0.1H x€ A", GUHA SCT. MITER T 
Co 满足 (8.2. 1) 。 
应 用 K 一 K 一 M 一 S 定理 ,存在 均 守 类 5 及 zo€ R", 使 得 对 一 
SELHA DEC. FE B 
a = x + tre € (VG) 
又 由 于 V 是 均衡 的 , 故 eC V COND ,最 后 由 (8. 2. 10) 及 核心 的 表示 
法 (8. 1. 6) 知 a 是 核心 中 的 支付 .因此 核心 非 空 ,定理 得 证 。 
与 定理 6. 5. 4 不 同 ,定理 8. 2.2 的 道 并 不 成 立 , 这 从 下 面 的 例子 
可 以 看 出 。 
Bil 考虑 三 人 NTU HRV: 
| 2 VAL) = xz s 4x S 3}; 
V (23) = {xla,< 3,2, < 3}; 
¥C13) = {rlr x4 S 3h 
V(123)0 = {z|z + z; + 223; < 10}; 
VG) = (x|x; x0), £ = 1,2,3. 
SR Ay Pe Ve REGE. SES Ry KS (112,23, 13) E a — (4.3, 
3). BR 
(4.3.3) € Va2) N V3) N va» 
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Lo A hy yp 


f8 (4.3, 32 CV CN) , FLL V 并 非 均 衡 对 策 . ARV 的 核心 非 空 ， 
因为 | 
(0,4,3) € VON) — U intV (5) 

xtX A SE JS. 2. 2 的 条 件 并 不 必要 

Billera 曾 试图 推广 定理 8. 2. 2 的 条 件 , 以 使 之 成 为 核心 非 空 
的 充 要 条 件 . 对 这 方面 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [3]. 

另 一 类 核心 非 空 的 对 策 是 凸 NTU 对 策 , 这 自然 是 普通 凸 对 
策 相应 结论 《定理 6. 4. 2) 的 推广 , 它 最 初 由 Vilkov05 发 现 ,后 来 被 
Peleg 加 强 。 这 里 提出 的 证 明 是 Greenberg 忆 为 进一步 推广 这 一 结 
果 而 提出 的 。 

定理 8. 2.3 如果 NTU 对 策 了 是 凸 的 5( 即 满足 (8. 2. 1200 , 则 
其 核心 CCVY) 非 空 。 | 

AE 为 了 便于 用 归纳 法 证 明 这 一 结论 ,我 们 列 出 定理 的 所 有 
条 件 ( 包 括 NTU 对 策 定义 中 的 条 件 ); 

(a) 对 一 切 SC N,.VGOJEBIA ; 

©) V(S)=@S S=; 

C) EVS) y Kr =>yEV S); l 
(d) 对 一 切 SCN RE GP 12 € VO Uint VOERE 
BR; E T 
; Ce) VISNVUYCVISUTIUVISNT), S,TCN. 
现 将 Ca) 用 一 个 较 弱 的 条 件 : 

(D VIN) ERR. 
来 代替 ,暂且 把 满足 人 b) 一 (的 CNV， 7) 称 为 广义 凸 对 策 。 下 面 证 明 
比 定理 8. 2. 3 更 强 的 结论 : 

(N,V) SA X 993188 CN, V EOS 8.2.15) 

4 n=1ht.@ z-—max(xz|iz€ VON) He) A = EF 

核心 。 现 假定 结论 对 于 只 有 ?= 一 1 个 局 中 人 的 广义 凸 对 策 成 立 , 下 
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MikWEMFR An PPAR CR RON VOS 
这 样 一 个 “对 策 ”, 定 义 
M = (1,2,"-,—11 =N—7n; 
t = sup{z. |x € VOD); 
P(S) = {x € R*"[(x,8) € VS), E RSCM,; 
WCG) = (x € RF > ea) EVES Un), $ C M. 
BHEOMMUYWT: 

U(D-Q. 

UCM) = (x € R*|(x,t) € VUND), 

US)=WS)UPGS), WHOASAM 
RN HA l 

UCM) 2 P(M) (8. 2. 16) 

事实 上 , 设 ce PCM), HB c EAC), FEREN as 一 上 满足 (z， 
HEV). k ce PCM) i Ce n) €V MD. V. b. 于 是 从 
(HEB Cr t0 € V COND. V. k. 4 ko, FAC. Be DEV 
(CN), 因此 x€& UCMD, C8. 2.16) 得 证 。 

其 次 ,我 们 证明 (CM,U) 满 足 (b) — Cf), WHE COO ,注意 当 SHG 
POD, FEHU 的 定义 及 (C8. 2.16) 知 (5) 成 立 ,Cc)、(d) 和 
(DRAHE. TERM, UR E Ce). 

S, TCM, EUG NUT). 显然 ,可 以 假定 SAMAT. 以 
下 分 三 种 情况 ; 

D xEP(SINPCH): X,Y ER, Ca EVINY 

CI. FV 满足 (e) Me HDEVSUDUVISNY. Mi ae 
PISUTIUPLNMCUCUT)UUCGSNT). 

2) z€PGODfWGOGODNR WGODPOD): 以 前 者 为 例 , 这 时 
存在 站 > 使 (ztJETYISJmYCGTUa) .由 于 满足 Ce) er, 
UDX€VGUTUDmUVCGT). BE ce WAS UTDUT GNE 
UGUT)UUCGS(YID., 
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SE NR vo rr irn a 


NE ee 


D LEWCONW T); 这 时 存在 t >r le DEV GSU 
NOVITUMCVSUTUMUVOSIT) Un). air. DEV 
(SUTUn). WM cEW(SUTICU(SUT) WR zt IEVCESN 
MUn), WHA e >t MW SOTSQ. 因此 €WGnd»ocucsfn 
T). &Z z€UG(YTY)UUGUT. 

至 此 ,已 可 应 用 归纳 假设 于 CM,U). FEFE ECM, U). 
特别 地 ,xzEUCM), BlG.0 €VOD. RIER GRAECE X 
付 向 量 通 过 非 N 的 联盟 优 超 .假如 不 然 , ETE TAN. ER" 和 
t ER E Moet! >t AQ EV). MR nET NM zcp 
Q')CU CD) ,这 连同 >a —R rE CCM UFR. MR NE 
T, WT- A0, BAB e >t HEM DEV). A Esz EW 
C — 2) CU (T — 2) ,这 连同 277 a" —BHS x CCOMLU) 
盾 。 

最 后 ,在 VCN) 的 边界 上 选择 一 个 YEVCN) 使 yz Gert)”, 


BR vECW). 
#2 ik , 
N = (1,213,4.5,6). 
K = {2,3,4,5}, 
b = {124,135,236,456}. 
定义 NTU IRON, VTF: 


Vi) = Ø 
如 果 不 存在 TE8 使 3 二 T。 则 
VGS) = (xcHR[r, x SUE 
如 果 存 在 7E5 使 SDT MY 
VS) = (z E RIzS) 1 Hz, <0,i € S 1 K} 

这 样 定义 的 NTU SR A finir (Bde m 9 3c E o 是 极 小 均 
衡 类 , 权 向 量 为 (0/2,1/2,1/2,1/2) 。 设 y — 0,0,0,0,0,1) . W ie 
见 ?EVY(CN) 且 >E V CS), 故 CN,V) 不 是 均衡 的 ,为 说 明 CN,V) 
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EnH HR TEVISIOV CY). WR SUTO16. M xc VGOSUT).Br 
以 我 们 假定 SUT 全 16. 如 果 SD1 TDG, cEvisur). 如 
Rx, =O x,=0, 0) cEVCSUT). 最 后 假定 x;:20,1;70,H1€ 
S—T 6€7—S. 这 时 ,由 于 5 中 联盟 两 两 相交 ,所 以 由 V 的 定义 ， 
SOUT4O. BRI6ESNT Mi xevcosnT». 

本 例 ( 及 例 1) 表 明定 理 8. 2. 2 与 定理 8. 2. 3 互 不 包含 。 


§3 Shapley 转移 值 


在 前 面 两 节 我 们 已 经 看 到 ,核心 与 稳定 集 这 两 个 概念 可 以 很 
自然 地 推广 到 NTU 对 策 上 来 ,有 关 核 心 与 稳定 集 的 部 分 结果 还 
与 普通 对 策 的 情况 极为 相似 .但 是 ,对 于 Shapley 值 ,结果 就 没有 
这 么 理想 了 。 迄 今 为 止 至 少 有 三 种 方法 可 把 Shapley 值 推 广 到 
NTU 对 策 上 来 ,这 里 仅 介 绍 其 ‘1 的 一 种 , 即 Shapley 提出 的 转移 
值 方法 。 

设 CN,V) 是 一 个 NTU 对 策 , 先 考虑 如 何 将 它 化 成 一 个 普通 
对 策 ,一 种 很 自然 的 方法 是 令 

v(S) = Sup C5, SCN, | (8. 3. 1) 
得 到 普通 对 策 CON o0, 接着 求 出 其 Shapley 值 ei (a G) ，…， 
9(v)) 就 作为 NTU 对 策 CN ,0) 的 最 终结 局 ,然而 ,这 样 得 到 的 结 
R glv) 未 必 能 为 联盟 N 所 达到 ; 即 未 必 有 ylv)Ev(N) 成 立 . 间 
时 ,《8. 3. 1) 中 <(S) 所 代表 的 和 之 sx 不 一定 有 意义 ,因为 在 
NTU 对 策 中 ,各 局 中 人 用 以 衡量 其 所 得 (效用 ) 的 尺度 不 一 定 相 
fal. : -. ， É ers ‘ 
鉴于 这 种 情况 ,我 们 选择 一 个 “效用 尺度 ”向量 ARR Oa 
入 ) 之 0, 用 以 将 各 局 中 人 的 效用 化 成 相同 的 单位 .于 是 令 
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VS)= sup Ax, SCN (8. 3. 2) 
z€V) i€ S 


得 到 普通 对 策 CN ,v1) ,其 Shapley 值 向 量 为 plv) = (a CUD) 
Cu). FAS rh ALIE f RR ESE RE PON viR p(w; 
20 ,其 第 ; 个 分 量 为 | 
3 (Ya) 
AVA = eU 
如 果 oo ART FAR N 是 可 行 的 , 即 pw 20 € v OND MRR Gv s 
DAR v 的 一 个 Shapiey 转移 值 。 
为 研究 Shapley 转移 值 的 存在 性 ,引入 记号 : 
BwWS)) = (4| Ap 2s <+ o}, SCN (8.3.4) 


(8.3. 3) 


Blo) = (| B(v(S)) (8. 3. 5) 
SCN 
BG) = [AE B)| $34 = 1) (8.3.6) 
iel] 


BCC) ) YR BRE SE R 上 的 投影 的 “障碍 锥 ”, 即 该 投影 
的 支撑 超 平 面 的 法 向 量 之 全 体 。 由 (8. 3.2) 定 义 的 普通 对 策 有 意义 
当 生 仅 当 AC BW) .对 有 (oo) 中 的 商量 加 以 规范 化 就 得 到 BL). 

由 wlN) 的 广泛 性 知道 BCvCN))CRY. 但 在 这 一 节 , 我 们 假定 

i) BIVINDICR', 

这 相当 于 假定 wCN) 的 任 一 支撑 超 平面 都 不 与 坐标 轴 平 行 . 除 此 
之 外 ,还 假定 

ii) BWwIDBWN)) 

ii) YGCY 是 由 有 限 个 超 平面 围 成 的 凸 集 ( 称 为 多 面 凸 集 )。 
假设 让) 等 价 于 BC) 一 BuCV))5iiii) 是 个 较 强 的 假设 ,但 对 于 一 般 
的 闵 凸 集 , 可 用 一 系列 多 面 凸 集 去 训 近 它 。 

在 上 面 三 个 假设 之 下 ,有 

引 理 8.3.1 (a) BWESR S OA B; GOES): 

(b) 对 于 每 一 SCN ,v.46S) 是 在 B,(w) 上 的 连续 凸 函数 。 
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证 GO 假定 vCN) 可 表示 为 
v(N) = {z € R'| (a, z) Kay? = d. 2, num) 
先 证 明 ,4E€ BCvCN)) 的 充 要 杀 件 是 . E» 
O daz) LO SH 12, maz) SO (8.3.7) 
事实 上 ,考虑 如 下 的 线性 规划 问题 ; | 
max (A, xr) 
S. t. | (aur XL agg = 1.2..m 
RAF BR a— lasan) BRAC Blv(N)) 的 充 要 条 件 是 工 
(mo 的 最 优 值 有 限 ,而 (8. 3. 7) 等 价 于 工 (a) 有 有 限 的 最 优 值 ( 即 0). 
但 Za) 与 艺 (0) 的 对 偶 规划 有 相同 的 可 行 集 ; 


ESTEE m | D ya; = A, Yi 之 oj 
i=] 


所 以 ,L(a) 有 最 优 解 当 且 仅 当 工 (0) 有 最 优 解 .因此 ,XE BOUND) 
的 充 要 条 件 是 (8. 3.7) 成 立 。 


L(a); | 


其 次 ,考虑 线性 规划 ， 
max (Asx) 
s. t. (a; .3)&0,6/1,2,7* m 
—1&zr&1.j—15.2,.-n |. (8.3.8) 


易 见 (8.3,7) 成 立 当 县 仅 当 (8. 3. 8) 有 非 正 的 最 优 值 . 现 记 (8. 3. 8) 
可 行 集 的 极点 之 全 体 为 {581,65.,… 60 根据 线性 规划 里 的 熟知 结 
论 ,(8. 3. 8) 的 最 优 值 为 max (Ardi) o E, AE Blv《N)) 当 县 仅 当 
对 一 切 上 二 1,2,… 42, G5) SO ZR BI 
BWVO(N)) = (A| Gub) K Ok = 1, 

F HER GORBBE. i 

(0 任意 固定 一 个 SCN, 记 GD 一 wmCS)。 Bo REX 
An 了 是 凸 的 .对 于 任 一 实数 a RE 

eee) ale <e) 
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显然 是 闭 的 ,因而 了 下 半 连 续 ; 为 证 明 {b)， 尚 需 证 明 FE BY) 
LEA. 

先 证 在 B.CV) 上 有 上 界 。 由 (a), 可 以 将 总 (FV) 表示 成 

BV) = {Ad A) & Boi = Laer ed} - 

B 6.66.0) 有 CY) 的 极点 之 全 体 。 由 B.CV) 的 有 界 性 及 

凸 集 表 示 定 理 ( 见 附录 ) ,每 一 A€ B, (7Y) 可 表示 为 
A= cfi + c0, 十 … H EnEn 
BF eve 0,0 bee tbc, = 1, BEC MR M= max SCE), 
则 
fO) « ye fGo < > M=M 


这 就 证 明了 JAER. 
其 次 , 任 取 BLOO PH KP 9 AOA 由 于 AE BLGO ,不 


妨 设 l 
(d; à) = fis i= 1,2,+.p (8. 3. 9) 
(dj d) « Bj. j= Pt lira (8. 3. 10) 
取 一 个 正 数 序 询 {&}, 使 之 满足 
& — 0, La — à) 0 | (&.3.1D 


BEE— A CAL): 
A-4-IOG-À. TERAS 
显然 , 当 i1 二 1,2,…,p 时 ， 
ides [1 = IL laa <8, 


Hj3pi—p-1..4 B.E C8. 3. 10018 (8. 3. 110 MR, Ak HE 
大 ,就 有 
(di, À) < B i = p + layered 
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Ali. k EDR AC BV) RM A A 6A O-6A Rf 
的 凸 性 ,有 界 性 得 到 

SA) Saf) F 0 — fF) <aM+ A — ad fA 
令 & co ,并 利用 (8. 3. 110.18 

lim fC) « fo) 

因此 ,f 上 半 连 续 。 

引 理 8. 3.2 设 4€B(v), 则 

(a) (AAV 5A) — v CND 

(b) VA €intV CN). 

证 @ AAV AHEM. 

(b) tg zcintV COND , Bt) 
AEI sup (A, 22 =u (ND) 

再 结合 Ca)? 即 得 (b). 

现任 取 zeEint VIN), id 

t = max{t € [0,1]| £e ;A + C1 — 02x? € VCOND) 

(8.3.12) 

这 里 最 大 值 可 以 取 到 是 由 于 YCY) 是 闭 集 。 由 eV £0 Eint VN?) 
和 Eint VCN) 可 知 220. 显然 , 我 们 的 目的 是 选择 一 个 Ae 
BWV Me eo =1. 

51788. 3.3 PXESOBIKERT. 9,0. 

证 明 设 原点 〇 是 同 集 下 的 内 点 , 则 不 难 验证 Minkowski 
函数 

gs) = inf{s > o fe K| 

E R 上 连续 ,由 于 # 可 表示 为 


t= : 


g(V ON) — x?19XV 32) — x") 
故 结论 成 立 。 gom 
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AT- 

y = CKV A) 十 (1 a (8. 3.13) 

由 的 作法 知道 y 处 于 Y(CN) 的 边界 上 。 现 在 定义 集 值 映射 T: 

Bı(V)—B, (V); 

TA) = {EE BV) |z E VIN) > ia. x Qu) 

(8.3.14) 

换言之 , 荆 将 4 映 成 通过 y 的 VC(N) 的 支撑 起 平面 之 法 向 量 的 全 

体 ,如 图 8. 3. 1 所 示 。 


G, 9=VAN) ! 


图 8. 3.1 


引 理 8.3.4 GO. 对 于 MEBV) THORS EDR; 

(bh) 人 是 上 半 连 续 的 集 值 映射 。 

证 明 (a) 显然 ,位 (是 闭 凸 集 。 下 于 六 处 于 凸 集 了 CN) 的 
边界 , 故 必 有 y 的 支撑 超 平 面 ,从 而 TOFS RAH VOCE, 
(7) 知 道 了 (1) 是 紧 的 。 

(Cb) 设 避 (7 中 有 两 个 收敛 序列 ( 公 } 和 {} 满 足 

NA, E+E, HETA) (8. 3. 15) 
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我 们 必须 证 明 £c TOAD (B SS. 3. 1 可 知 EAE BL(V))， 
由 引 理 8. 3. 1, 对 于 每 个 SCN,v.(S) 是 BL(V) 上 的 连续 函数 ， 
于 是 其 Shapley 值 作为 .C5) 的 线性 组 合 也 是 4 的 连续 函数 ,从 而 
OV ARF A dE BV) bE. BS BS. 3. 3, 关 关于 1 也 连续 。 
因此 ， 
| y = AV + A 2 
— PAVA) + (1 — P0 = y! 
SAH cc T ADA SF 
(XE) < yE), VrzcVN) 
& Eco 得 
Ga, LE, Ware VW) 
因此 ,ET'()。 引 理 得 证 。 
至 此 ,已 可 用 Kakutani 不 动 点 定理 来 证 明 Shapley 转移 值 的 
存在 性 。 
定理 8. 3. 5 ERR DA DÈ F, GE Shapley 转移 
值 , 即 存在 AE R 4 fE PV ,A)EVCOND. 
证 由 引 理 8. 3.4, 集 值 映射 了 满足 Kakutani 不 动 点 定理 里 
的 所 有 条 件 , 于 是 存在 4 EBL) (BB ETO) FEHER p 
(VA DEVIN). 
事实 上 ,由 了 的 定义 及 引 理 8. 3.2, 
Voy > = sup, 4 s£) = vy{N) = od $005 A! )» 
而 
y" =P AVA) + A Cm) 
所 以 
Q — £ 4a’ 90,2)? = C1 — KA x). (8.3.16) 
由 于 2° €intVOND , 故 
UA ga) L Uy CN) = A ,PV ;XD) 


300 


HIE, (8. 3. 16) RAS à" — 1 EE Pa 

OV Ao) = y” € VIN) 
定理 得 证 。 

可 以 对 更 广泛 的 一 类 NTU 对 策 建立 起 转移 值 的 概念 .但 这 
方面 的 内 容 往往 要 涉及 到 四 分 析 中 更 深入 的 结果 。 请 参阅 [5]、 
[10j 和 [8j。 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 来 看 如 何 将 Shapley 转移 看 成 是 普通 
Shapley 值 及 Nash 谈判 解 的 推广 , 设 (N ,让 是 普通 对 策 , 按 (8. 1. 
2) 将 它 看 成 NTU HAN, V D 。 这 时 容易 算得 

BVA = BW, + (N)) = (Ca,+,a}]a > 0} 
因此 ,对 于 每 一 AC BO), 
AV 54) = KS) 
B] V, 只 有 唯一 的 Shapley 转移 值 PC. 

再 考虑 二 人 谈判 问题 Cd,S) . 它 亦 可 以 看 成 是 一 个 二 人 NTU 

对 第 (CN,V): — 
VG) = {a|r € Rx xd) - 
V(N) =S— RY 
为 方便 计 , 设 d=d,=0. 这 时 对 于 任 一 A€ BW), 
iO) = v,(2) = 0 
0,12) = max (rà + zs42) 
所 以 
ac) = atu) = B012) 


因此 ， Qu st ES 为 Shapley 转移 值 当 且 仅 当 存 在 AoA, > 0, f í8 

Aunt T Aj = max (Az, 十 Àx) (8. 3.172 
和 
Aytt, = Agta, (8. 3. 18) 
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同时 成 立 , 而 (8. 3. 17) 和 (8. 3. 18) 正 是 Cu su) RE Nash 谈判 解 
的 条 件 , 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,Shapley 转移 值 与 Nash 谈判 解 重 
pau . 

至 此 我 们 已 经 看 到 ,Shapley HEARE EB 9€ Shapley 值 
的 推广 ,又 是 二 人 谈判 间 题 之 Nash 解 的 推广 ， 


$4 其它 解 的 概念 


谈判 集 及 其 与 之 有 关 的 概念 《 核 与 核子 ) 也 可 推广 到 NTU 
对 策 上 来 .首先 ,只 要 将 异议 和 反 异 议 的 概念 适当 加 以 扩充 ,就 可 
定义 NTU 对 策 的 谈判 集 Mi ,并 保证 其 始终 存在 ,Asscher' 中 曾 对 
三 人 NTU 对 策 的 谈判 集 作 了 研究 ,但 除 此 之 外 ,我 们 对 谈判 集 仍 
一 无 所 知 .其 次 , 核 与 核子 的 推广 很 大 程度 上 依赖 于 超出 值 函 数 的 
推广 :虽然 存在 性 仍 可 保证 ,但 除了 存在 性 之 外 所 知 甚 少 . 特 痢 应 
该 提 到 的 是 ,在 核子 的 所 有 推广 中 ,唯一 性 都 无 法 保持 下 来 (参阅 
Nakayama[7])。 最 后 ,我 们 仍 可 采用 上 一 节 的 办 法 , 先 将 和 NTU 对 
策 化 成 普通 对 策 , 再 建立 起 相应 的 概念 ,但 是 , 记 今 为 止 这 种 方法 
仅 在 核子 上 获得 了 部 分 的 成 功 。 
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SAE ”具有 无 限 多 个 局 中 人 的 对 策 


在 对 策 论 的 早期 阶段 ,人 们 一 般 局 限于 研究 只 有 少数 见 个 局 
中 人 参与 的 对 策 ( 例 如 二 人 ,三 人 或 四 人 对 策 ) 。 但 当 我 们 把 对 策 论 
用 于 研究 社会 或 经 济 现象 时 ,经 常 要 过 到 具有 大 最 局 中 人 的 对 策 ，。 
例如 在 选举 问题 中 常常 有 大 量 的 选民 ;而 在 经 济 问 题 ( 见 下 一 章 ) 
中 常常 有 大 量 的 “经 济 人 ”。 因 此 , 自 60 年 代 以 来 ,具有 大 量 局 中 人 
的 对 策 日 益 受 到 重视 。 在 数学 上 ,我 们 有 时 把 这 种 对 策 看 成 是 具有 
无 限 多 局 中 人 (例如 与 实 轴 上 的 点 一 样 多 ), 有 时 也 将 其 作为 x 人 
对 策 而 研究 n 趋 于 无 穷 时 的 极限 情形 。 本 章 主要 讨论 前 者 。 
具有 无 限 多 局 中 人 的 对 策 ( 以 下 简称 无 限 对 策 ) 同 样 可 用 多 种 
形式 来 表示 ,但 这 里 只 局 限于 研究 可 用 特征 函数 型 来 表示 的 合作 
对 策 。 另 外 ,我 们 还 要 象 第 六 、 七 章 一样 作 旁 支 付 假 设 , 即 各 局 中 人 


都 用 相同 的 尺度 来 衡量 他 们 的 赢得 , 且 联 盟 的 赢得 可 以 按 任意 方 


式 分 配给 各 参加 者 .在 这 种 假设 之 下 ,可 用 一 个 数 来 表示 联盟 的 所 
得 ,就 象 在 普通 = 人 特征 型 对 策 里 所 作 的 一 样 。 

本 章 先 研究 无 限 对 策 特别 是 凸 对 策 的 核心 ,然后 将 注意 力 转 
向 一 种 特殊 无 限 对 策 一 一 缺 原子 对 策 的 值 理论 。 我 们 假定 读者 已 
具备 测度 论 和 证 函 分 析 的 基本 知识 。 


从 本 节 开 始 RIA O Ra AMARA PARE. M 
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便 与 前 几 章 一 直 沿 用 的 有 限 局 中 人 集合 N 区 别 开 来 .为 便于 数学 “ 


上 的 处 理 , 我 们 不 再 把 的 任 一 子 集 都 称 为 联盟 ,而 要 求 被 称 为 
.联盟 的 那些 子 集 之 全 体 -ef 关于 通常 的 集合 运算 是 封闭 的 。 换 言 
之 ,要 求 ov 满足 : 

(a) REx; 

(b) AE ero 2-AE WS; 


(c) AEM im MB DAE. 


而 只 有 -ez 中 的 元 素 才 称 为 联盟 。 按 照 测度 论 的 术语 ,-er 是 一 个 
o- 代 数 , 而 二 元 偶 (22,-9) 称 为 可 测 空间 。 于 是 联 强 实际 上 就 是 (该 
可 测 空 间 上 的 ) 可 测 集 的 同 义 语 。 

本 章 中 除 特 别 声明 外 ,所 论 可 测 空间 都 是 固定 不 变 的 。 

有 了 局 中 人 和 联盟 的 概念 之 后 ,我 们 定义 合作 对 策 为 这 样 的 
KARI Us 

vi — R 

WE v7) -—0.v ERAR RRE. E, — T e EXEC ER 
局 中 人 集合 OKERE oe 和 特征 函数 三 部 分 构成 ,我 们 常 以 
=A, "来 表示 ,在 不 致 引起 混 清 的 情况 下 也 简 记 为 (9， 
vB v. 

在 本 章 的 前 面 两 节 ,我 们 始终 假定 特征 函数 v HE 

(iD) 非 负 性 :ofS) 之 0,Y SE’; 

《ii)e- 连 续 性 :对 于 S, SC, MR S,CS,C+AULS HS 
:S,OS,oO-HBfi-S.,—S.MvGS,.)—CG,)700). 
虽然 ,读者 将 会 发 现 , 前 面 两 节 的 某 些 论述 并 不 依赖 于 此 。 我 们 之 
所 以 作 这 两 个 假定 ,主要 是 为 了 数学 上 的 方便 ,避免 过 于 繁 殊 的 叙 
述 ,当然 ,如 果 把 utS) 解 释 为 联盟 S 形成 时 的 所 得 ,那么 上 述 假 定 
也 言 之 成 理 。 

WR BEHA o PRS, URR, B, vlad RA, 
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v) 的 子 对 策 。 
如 何 表示 各 蝙 中 人 在 对 策 中 的 所 得 , 即 支 付 向 量 呢 ?一 种 很 自 
然 的 推广 方法 是 用 定义 在 0 上 的 函数 来 表示 。 但 这 种 方法 不 可 加 
免 地 要 涉及 到 对 无 限 个 局 中 入 (未 必 可 列 ) 之 所 得 进行 求 和 (如 求 
出 全 体 局 中 人 所 得 的 总 和 ), 这 是 一 个 难于 处 理 的 间 题 .鉴于 此 ,我 
们 用 可 测 空 间 (Q,.wx9) 上 的 测度 来 表示 支付 向 量 ,这 当然 也 是 前 
” 面 几 童 所 论 支 付 向 量 的 推广 。 
在 此 基础 上 ,可 以 类 似 地 定义 分 配 的 概念 ; 优 超 的 概念 需要 重 
新 定义 ,这 里 不 作 论 述 , 核 心 可 按 优 超 关系 来 定义 ,但 更 常用 的 是 
采用 定理 6.4.1. 的 推广 形式 。 
定义 9.1.1 MRO. ,wv) 的 核心 定义 为 满足 
B0) = v2) — 
BCAYZRve(A), VAE 
的 测度 上 之 全 体 所 成 的 集合 , iD COO, o. v) RCW, v) 或 
Cv). 
研究 无 限 对 策 的 核心 ,常常 需要 分 析 中 的 一 些 存在 性 定理 .这 
里 我 们 引用 如 下 属于 KyFan"* 的 著名 结论 ,利用 它 可 使 某 些 结论 
的 证 明 大 大 简化 。 
引 理 9. 1. 1(KyFan) 设 {zr)xe! 是 在 一 个 实 赋 范 线性 空间 X 
中 的 一 族 元 素 (有限 或 元 限 )， (ar }re :是 对 应 的 一 组 实数 , 则 对 于 
任何 c>0, 下 面 两 个 条 件 是 等 价 的 : 
i 在 和 上 存在 一 个 连续 线性 证 范 , 它 满足 1 了 | o. B 
fGy) z a,,QO € D (9.1.1) 
ii) 对 于 了 的 任何 有 限 n PEER ON Y. Yn DA ROSE ERI n 
Ae TERK sds Ans RAE | 


— DRAPE ALE HEE oF ITEN A FUE RU 
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Cee 一 一 一 一 一 一 一- … 


ell Stax, Il 2 Aa, (9.1. 2) 
成 立 。 
证 由 让 显然 能 推出 让 。 现 仅 需 证 由 i 让) 能 推出 店 。 
现 假设 iD , 先 证 对 于 给 定 的 了 的 任何 有 限 个 指标 为, ，…， 
Y EX 中 存在 一 个 连续 线性 证 函 了 满足 有 oH 
f(xy) = ay pf = 1,2, 50 (9.1. 3) 


给 定 指标 7,7,,…,7,, 在 # 维 欧 氏 空间 R* PES 

P = {(z,,°,2,) |z 2 1 Si Gn} 
和 

K = {Far} fo DIF €S;) 
其 中 S; WX HIME X* 中 半径 为 p 的 球 ， 

S;-(feX Ws <A 

显然 ,K 是 紧 凸 集 , 忆 是 闭 集 。 设 不 存在 SES; 满足 (9. 1. 3) 中 的 
所 有 不 等 式 , 则 紧 凸 集 天 与 闭 凸 集 P 不 相交 ,从 而 这 两 个 凸 集 可 
以 由 R 中 的 一 个 超 平面 严格 地 分 开 。 所 以 ,存在 n 十 1 PEA, 
Arse sa, BR BB 


If e Das) <8 
: e 

Y; 20,3 ACy, + ey) > B 
成 立 。 由 第 一 个 不 等 式 可 推出 

el Azs, l «8 
而 由 第 二 个 不 等 式 可 推出 
Eha, >£ 
> e 
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. A Z0, ¿= 1.2. 
因此 ,这 些 非 负 数 入 (不 可 能 全 为 等) 满足 (9.1.2) 的 严格 的 反 向 不 

等 式 ,这 与 条 件 ii 了 矛盾 ,从 而 证 明了 对 于 (9.1.1) 的 任何 有 限 子 组 
(9.1.3), 有 一 个 满足 xl sp 的 解 EX 

对 于 工 的 每 一 非 空 有 限 子 集 S 

= {fE S; |f aa TEJ} 

再 令 .x7 为 一 切 集 AI 的 族 ,这 里 了 在 工 的 一 切 非 空 有 限 子 集 上 
变动 。 EX ARIES; 是 紧 集 ,而 且 每 一 个 47 BS; 的 闭 
FR. KEMIE x 中 任何 有 限 个 集合 都 有 一 个 非 空 的 交集 ， 
所 以 由 .S? 的 弱 * 紧 性 ,ar 的 所 有 集合 的 交 非 空 。 这 就 证 明了 存 
在 一 个 ES; 满足 (9.1.1)。 

推论 9.1.2 BK; 是 所 有 满足 (9. 1. DAI £l <p HSE 
XX" 的 集合 。 若 天 天 个 , 则 对 任何 元 素 yEX， 

min(f(3)|f € Ks} 

等 于 下 述 表 示 式 


Me —ely— Daw I 
的 上 确 界 ,其 中 TEN 2,75,Y,€ LB men 都 是 变化 的 。 
证 在 弱 “ 拓 扑 下 ,K; RO S: 的 一 个 闭 子 集 , 所 以 也 是 紧 
的 ,因而 当 上 /在 KK; 中 变动 时 ,f(y) 的 极 小 存在 其 次 , 令 
B = min{fCy)|f € K;} 
则 8 有 下 面 两 个 特性 ， 


1) 不 等 式 组 
PEN 
pe D Wy Y € I 


| fié— y) 2-8 
有 解 , 于 是 利用 定理 9.1. EE n— 1.2.5, € IR AZ 0,8 
必 满 足 
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82 3s — ply— XI 


2) 对 于 任何 €0, 不 等 式 组 
[rens <p 
f(xy) = ay, € I 
天 (一 y) 之 一 及 十 
无 解 , 于 是 科 用 定理 9.1. 1, AEE EB ALA A, 及 指标 Yi 
Yo tt Yu EIE. E 
B- e< Daw, — pli Y — Dax, | 
所 得 两 个 不 等 式 表明 8 是 问题 中 的 上 确 界 。 
以 下 我 们 经 常 要 涉及 到 赋 范 线性 空间 BOO o) FI ba CQ, 
-ez) ,其 中 80,8) 是 0, ) 上 有 界 可 测 函 数 的 全 体 , 范 数 定义 


为 
iZ il = sup| f(x) | 


BG.) p] 3g 2x |a] B^ CQ, 7) AB ETF ba (2, 57) BA, 
-<z) 上 有 界 的 有 限 可 加 集 函 数 的 全 体 , 其 上 范 数 定义 为 
Hell = sup 2, | aCA), 
这 里 上 确 界 对 0 WER AABN A hek. ba(f2, a 个 重 
要 的 子 空 间 ca(Q,.07) , 即 (2, er 上 测度 之 全 体 。 
定义 9.1.1 GO 对 策 CQ,-eor,o) 称 为 均衡 对 策 , 如 果 对 一 
切 Ay sAr 5A, 2-0 以 及 LE A,E ox ,由 
XA X Xs (9. 1. 4) 
可 推出 
AvA su — (S. 1. 5) 
这 里 及 以 下 ， Xa 表示 集合 AFTER, BD | 
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1, xEA 
KALE 0, TEA. 
(2,0) ERRERA VR). 
W HRN, ,wo) 称 为 凸 对 策 , 如 果 对 一 切 4 AME 
vCA,) + v(A,) S vCA, U AD +l NA) (9.1.6) 
(2,6) FRY S RICA V0), 
定理 9.1.3 WHO, ,po) 的 核心 非 空当 且 仅 当 它 是 均衡 
对 策 。 
本 定理 最 初 由 Schmeidler 发 现 并 证 明 , 这 里 给 出 的 证 明 属 于 
Kannai], 
证 必要 性 :假定 p BRO PW — TIER. BAA ADO 
以 及 Ay» Az. A, € ox 满足 (9.1.4), 则 


ACAD Sy aH) 
im] ~} 


-| ( Stata) de 
D yey f 
< EZZ zou) = ot) 


充分 性 ; 取 p= 0 (2) ,考虑 .8C0,.x) 上 的 线性 不 等 式 组 
fd) SoS), SCo (9.1.7) 
FARRO, Lo) ECD. 1, 20 BR Fc OO. 
1.1, RRA (9. 1. DAN S RES KD > ， 
gU BG) = fO, 
WE DEG = DA Dp 是 测度 。 实际 上 ,iD 从 
HOD) = fO x | fll svn | 
和 (9. 1.7) 马 上 得 出 。 为 说 明 刘 ,注意 到 2 是 有 限 可 加 的 。 假 若 有 
RAS Ce WE S, tA, 
uGS,) = PCD) 一 402 — S.) 
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< uM — v(Q — $,) > 0 
和 
BG.) 2 v(S,) 2 0 
知 
BCS,) — 0(n — oo) 
因此 e 是 测度 。 最 后 由 门 及 (9.1.7) 知 道 ,yy 是 核心 中 的 元 素 。 
定理 9.1.4 VAR, ATV, A), 
证 PE A Ay o A20, Al Ane AEL 满足 


25 Ma, S Xa 
在 左边 的 和 式 中 加 入 其 它 一 些 形 如 xx 的 项 ,可 得 
Syd ds (9. 1.8) 
显然 ,只 要 证 明 
Data) < v) 
就 可 以 了 。 
it BAB A.A. A 生成 的 代数 ,在 R” 上 定义 线性 函数 
R?->R 
Cada S ACA) 


HA KER & (0,0 € RF L5 AX = Xo}, (HFK 是 紧 凸 集 ) 
RPA L:5 (042€ K Ju 00 — maxu KO HAE 2 B5 BAB. DUE 
本 定理 ,证 明 
tee 
HT. 
假定 


Ab = maxàÀg < 1 
REL 
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WAHO. 1. DAE, Z — (AC BlAHQ, BADE OH 
Am MS TRZHES 0), 8inY—min(üailA€2,) ,有 
DAVA) = v0) + S ACA) 


AGS AES, 
其 中 右边 第 二 项 还 可 写成 
D> AWA) = 2,08 — Y)v(A) + Y vC) 


AEB, AEB, AE | 
根据 凸 性 , > ;v(4) « v(2) + SRAM SKE 可 看 出 ， 
4€ 


maxdAg = A) + Y > Ag 
à€ L 


与 加 的 选取 方式 矛盾 。 因 此 ,max Aa— 1 PATE TE Xo 处 达到 最 大 ， 


定理 得 证 。 

注意 定理 9. 1.4 的 道 并 不 成 立 ， 实 际 上 ,我 们 将 证 明 , 凸 性 条 
件 与 一 个 比 均衡 明显 更 强 的 条 件 等 价 。 

设 / = Ads EB BO.) 的 一 个 非 负 简单 函数 .可 以 将 
了 表示 为 了 = Dyke KP aj > 0.C DCD DC. 实际 上 ， 
n S C, 2 {w| fla) 770: min, yi fi— f — t Xe, , 仍 为 非 负 简 
Bag So AWE CRC. = {el f (O00). IHR Cis MBS w= 
min 方 . 如 此 继续 ,经 有 限 步 之 后 即 可 将 了 表示 成 所 要 的 形式 。 显 
然 , 这 种 表示 法 是 唯一 的 。 这 个 唯一 的 表达 式 就 称 为 了 的 典 式 。 

定理 9.1.5 设 (Q,.2,v) 是 一 个 对 策 , 则 下 列 条 件 等 价 。 

De dé mi. 

iX Qs Hesan > 0, B, ere Bn Ci ayy eee 24> 0, Ayo ALE 
-7 满足 

2o, s Dada, =f 

B 
S av) < ER 


二 一 1 j=l 
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其 中 > aXe, Æ SHAR. 
iD d = 2n. HARY jx E AL > 0,4; € ox, 


则 min (f, = Y autc). 这 里 测度 u WIRES B7 A, 


oy) 上 的 元 素 , 于 是 (py = | an 
vë C,2C,0-- DC, BPC, Eo REE xECCv) 使 得 
HCI) —vGCC)) j=l 929°" 9S 
证  D-iD. iDSEBR LEA AEE. AEA Se 9. 
1.4 类 似 。 跟 那里 一 样 ,我 们 假定 | 
as, = f 
下 面 对 * 应 用 数学 归纳 法 。 当 s=1 时 ,证 明 与 定理 9. 1.4 完全 相 
同 ,唯一 的 区 别 是 将 那里 的 只 换 成 更 一 般 的 集合 4( 相 应 的 性 质 称 
为 完全 均衡 )。 现 假定 定理 对 于 ;一 1 是 对 的 。 
EA C m (m fG)70) A Ags? Ans Bi Bests BS FER C, 
的 子 集 生成 的 代数 ( 即 用 C 代替 定义 中 的 CIDA Z. 又 设 
K = {news| Aa) € RE, SX = f) (9.1.9) 
L= (Q0 € K| 3v = maxu(K)} (9.1.10) 
其 中 以 是 线性 函数 ， 
uR? ~> R; Qua) — ACA 


AES 
类 似 于 定理 9.1. 4 的 证 明 , 容 易 验 证 
maxác = minj. 


FEA WR 2 € Lili As =minf= a» Mh C9. 1. 10) 可 得 


S aH) x ALv(QCO + 2, ACAD 
ł=1 AEA 
AKC. 
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(Sy 为 z MARED Lai ,所 以 由 归纳 假设 


DS AWA x Sv) 
fj”? 


AED 
AMC, 
最 后 得 到 

> jav(B,) <= Sy oC) 
Km] j=l 

i1)=>iii)。 根 据 推论 9.1.2, 

min (f,£) 

se CO) 


= sup{ J aw (B) — 0) || f — Saxe | 1e 0,5, € a} 
Fm i =] 
id 


Lee 2595, | =a 


则 显然 有 
DD 
BEARER DA — ai 
Sec) S Av) 十 x Bo (C, 
TR m iei 


sup(*«*) = po(C)) 


了 一 了 


Hiv). W S= EX, B iti) FFE weC Ww), ME 


(Fao) = min Cg) = vC) 


j=l 


于 是 
DMC) = wc 
J=1 


了 一 1 
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但 14 (CD Zw (C), j—1.2. es PMA lC) = 二 v(C))。 
iv )=>i) t AL, A; € oy , Biv) ARTE ky € C GO i ICA CAD — 
vCA NADM eA UA) — vCA,U AD TET BST FR SE. FE 
vCAD + vCAD S #(A,) + lA) 
= #(A, U AD 十 Ad 1) AD 
= v(A, U AD + vA, N AD 
定理 证 毕 。 
推论 9.1.6 设 (2,-er 0E — Tr OR. Be 的 一 个 于 
代数 。 如 果 SEB, A) , Mil 
minl f, CR, Z, v) = min f,C(Q,.,v)). 


证 设 / 是 简单 函数 , 即 f 二 Day, HP B E Z 取 充 分 


KEYES = 了 十 yxo 恒 取 正 值 . 现 设 广 的 典 式 为 > wxc , 则 由 


定理 9. 1. 5， 

min(f,C(Q,:2,v)) 

min ( (f, — YXas p) le € CO2,28,v)] 
min(Cf,,40 |u € CCQ,58,0)) — Yol) 


I 


i 


2n — Yv(Q) 


j-1 


类 似 地 
mind f,C(2,.2,v)) = >) uolc) — Yva) 


因此 ,结论 对 于 简单 函数 是 对 的 。 
对 于 一 般 的 fE€ BCA, B) , 取 一 列 简 单 函数 f, € BCD, 22 (8 
Fa- BRAF f. 显然 ,只 需 证 明 存在 一 个 子 列 {f,,} ,满足 
min(f, ,K) — min(f,K), k— oo (9.1.11) 
Xp KACA, ZRC o vv). 


315 


W ,xEK 满足 
min(f,,K)= (Fao fee? 
min(/,K) =f.) 
注意 到 天 ER ADRE (0,9 ) PRAT AR LE BL EE SC 
紧 集 ,因此 存在 ju HWE KAFEN p p EK. 由 此 及 AES 
一 - 致 收敛 性 得 到 
mini f, K) x; (fp') = lim (fin, » Hg? 
<lim(f,, 540 = Go 
= min(/,K) 
因此 ,lim(f on — min Gf ,K) BD 9. 1. 11) 成 立 , 推 论 得 证 。 
til IR GO. 58 vod Co 089 — T FOE LE ZA, COO. o, 
”中 的 每 个 元 素 yx 可 导出 一 个 属于 COG2,28 OVER ud us. 如 用 
K( BRR AIA eles 的 全 体 , 即 
KCB) = (plot u © COL v) 
则 不 难 知道 ,一般 情 况 下 K( MAB CCQ,52,00 B8 — Tr TRH 
不 与 之 重合 。 但 对 于 四 对 策 , 有 如 下 非常 有 用 的 投影 定理 。 
定理 9.1.7 EGO o D REI E MR. Mv 是 凹 的 当 且 
仅 当 对 于 .sz 的 任 一 子 代数 B, KCD =C, Bev), 
证 ”必要 性 。 假 如 存在 pCCWN,B,v)/K(4) , 刚 由 分 离 定 
理 ,存在 FE BNA) ,使 得 
Sym) <mindf,KC#)) 
但 由 推论 9. 1. 6, 
mini f, KC)? 
= min | (f, p) |u € CQ, Y ,v)) 
= mini (f |u € CR, Z.v)} 
S (a) 
OMB TF. 
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PAE. WA ALC ox. id BAW ALA, 生成 的 子 代 数 , 显 
FR 58 tA Bir (4,11 Ar, 2— (A, UA), (A, — AD UCA;— AD) 
生成 的 子 代数 。 所 以 C0, 多,v) 实 际 上 是 一 个 三 人 对 策 。 设 BIB, 
EB, iE . 
v(B,) + v(B,) <v(B, U B, + v(3 f) B, (9.1.12) 
实际 上 ,如果 BOO BSOBBIUB— 0.3 z 39e BNB: 
生成 的 子 代数 D — (O, B NBR (BN B,) 0). 00,5" ,v) 是 
—AT LAUS ERB EXE TU BUE (BI Bs) —v 
(BiB). AA K C8 =C, 8" v) , 故 存在 EC, ,v) 使 
Ulam uu BRE BOX BO-vOLn(OBo. 因此， 
v(B,) + vGID pO) + p(B,) 
= #(B, U Bj + plB N Ba) 
= v(Q) + v(B; N Bj) 
ADCS. 1. 122. XIF B4B, 的 其 它 情形 , (9.1.12) 可 类 似 地 加 以 
证 明 。 
因此 ,(, 多 ,vw) 是 一 个 凸 对 策 。 根 据 定理 9.1.5 之 iv), 存 在 
ECN, B, fE &CAL C) AD =v (A, NADM ZCALUAD —vCALU 
AGE. FÆ 
vCAD 十 vCAL) n CA + B CA | 
= pl A, U AD + kA, f) AD 
= v(A; U AD + wA; N AD 
XC XX BH C. Y ,是 凸 对 策 ,充分 性 得 证 。 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 叙述 一 全 与 核心 的 绊 序 列 紧 性 有 关 的 结 
论 。 设 天 Ceca(2,-ez), 称 天 是 弱 序 列 幕 的 ,如 果 天 中 每 个 序列 都 
BAT SSUES TRF. SB ES ca (2, 07) 中 弱 序 列 紧 性 的 判别 
MEM CL [6], 58 IN 章 第 九 节 ) K 是 弱 序 列 紧 和 集 的 充 要 条 件 是 有 
界 而 且 测度 的 可 列 可 加 性 关于 K 中 元 素 是 一 致 的 。 这 一 条 件 也 等 
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价 于 天 有 界 , 而 且 存 在 某 非 负 测度 人 ,使 得 极限 lim ~“( 五 ) 一 0 关于 
K 中 的 产 一 致 地 成 立 。 
定理 9.1.8 he BAR, 
i) Ci) SAAR; 
i) 存在 非 负 测度 ,使 得 Co 中 的 测度 关于 1 一致 连 续 , 即 
V se>0, 70 使 得 
AMS) < 8- uS) Se, nu € CQ) 
WE WKD RBA AEM SH e E BBE. AU 
要 验证 核心 中 的 测度 在 他 处 的 连续 性 是 一 致 的 。 设 WEC(Cv), (Sa) 
是 一 列 渐 缩 的 可 测 集 列 , 且 S. Y 人 3, 那么 ,由 vv 的 连续 性 
AOS, = u(2) — LN — S,) 
x uN) — wf2— 5,0 
BE (SDF HEC) — Sms AIFS. 


$2 ”具有 可 数 个 局 中 人 的 连续 凸 对 策 


在 无 限 对 策 中 , 局 中 人 数 最 “ 少 ” 的 情形 是 只 有 可 数 个 局 中 人 
的 对 策 ,本 节 研 究 这 种 对 策 。 我 们 假定 对 策 是 凸 的 ,这 也 是 研究 一 
般 无 限 对 策 经 常 所 采用 的 作法 。 

设 局 中 人 和 集合 为 Z= 二 {1,2,… sn,…). 为 便于 研究 ,我 们 让 Z 
的 任 一 子 集 都 有 资格 充当 联盟 , 即 所 论 的 对 策 可 表示 为 (2Z, 儿 
(2),v), 简 记 为 (Z,v) 或 v. 在 这 种 情况 下 ,支付 向 量 ( 即 (2Z ,多 
(Z)) 上 的 测度 ) 也 可 视 为 空间 4 中 的 非 负 向 量 , 这 里 是 绝对 可 
meg z 4. ` | 


LS Rene res po le] <+ oc] 
于 是 ,分 配 集 可 写 为 
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Elw) = (x € lix(Z) = v.m > vid}. 
式 中 我 们 亦 将 z 3039 CZ PEHE A cS RRA 
Ss. 与 第 九 章 一 样 ,我 们 仍 用 eCS ,z) 表 示 v CS) — 2 C9). 


稳定 集 .谈判 集 和 核 在 可 数 个 局 中 人 情形 下 的 定义 可 从 有 限 
对 策 的 相应 定义 中 逐 字 逐 句 地 平移 这 来 。 但 有 关 它 们 的 存在 性 和 
相互 关系 的 结论 对 于 可 数 个 局 中 人 的 对 策 并 不 普遍 成 立 。 本 节 将 
以 上 节 有 关 核 心 的 结论 为 工具 来 研究 凸 对 策 的 这 三 个 概念 。 为 此 ， 
我 们 先 引 入 一 些 记 号 。 

Z Bi 4 CO 3 I 1) Inm 1o DEUS m, d r, 的 
SERBS PA RIIIE] n ARE Gv CB vl. SE X 
为 

vl. G) = v( Us) SOx, 
特别 地 ,如 将 x€4 BRET c= 21, 表示 R" 中 的 一 
个 向 量 ,其 第 ;个 分 量 为 


X; in 
Cr, 2; = ba 
dus in 


Mid 58) Bi s, 生成 的 代数 , 则 Cr ,v1 ) 就 是 (Z,wv}) 的 子 对 策 
(Z, 4 m, sv). . 

定理 9. 2. 1 ”对 于 凸 对 策 (Z,z)y,C(o) 是 唯一 的 稳定 集 。 

证 ER 和 需 证 明 存 在 x 
€CGOÍIE z OL x. 

因为 zeEC(Cv) ,由 连续 性 可 知 ,对 于 充分 大 的 nn 有 xz, € CO, 
viedo HiFG..vi.)JE n ADR REE 6. 6.1, 其 核心 是 唯 
— Ifa sg S8 TEPE 2€ CO v1.0, fz RE r .再 由 投影 定 
H, FE 2 CW) fF z =z. EA TEXT SR CZ oF z 仍 优 赵 二 ,所 以 
z 即 为 所 求 。 
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为 研究 谈判 集 ,需要 引入 如 下 两 个 引 理 。 
引 理 9.2.2. OZ IRAMR. cE. 假定 集 类 
P =(SCZleS,x) > a) 

AE , Up EE T7 SR BS Eo rA ARP 中 存在 极 大 元 和 极 小 元 。 

证 根据 Zorn 引 理 , 只 需 证 明 P 的 任 一 全 序 子 集 P, VA 
上 界 和 下 界 , 即 证 明 

M-US, N= ns 

都 是 有 中 的 元 素 .首先 ,MM 作为 的 子 集 , 其 本 身 是 可 数 的 。. 设 M 
iio} HEP LESE. BR M-US. 由 于 P, BSE 


子 集 , 故 对 每 个 ”都 存在 SLE Pe tH SIUS, FES. 4 M. 由 连 
Se S,€ 2 H e(M) >a. Ait ME. 
为 证 NEP, 5 
Z—N TM 4 -SS= US 


SER, 

其 中 多 ,二 {Z 一 S15E 多 。} 仍 为 全 序 集 合 。 作 类 似 的 推理 知道 , 存 
在 P, 中 的 一 个 渐 增 集 列 {5)} 使 Z 一 N 二 US;. FE N= NZ- 
SD DS, Kb S,—2—5.€ Po. 再 由 连续 性 得 eCN) 一 lime (3.) 
za. NEF. ] 

引 理 9. 2. 3 WE TX Eh M eC + ,zx) 可 达到 上 
确 界 , 即 存在 PCZ 使 e(p,z)=supe (S, x). 

证 显然 ,e(，,z) 的 上 确 界 是 有 限 的 , 记 之 为 w. 把 引 理 9. 2. 
2 应 用 到 非 空 集 类 


P, = (s C Zle(S,222z«— a 
可 得 2, 的 一 个 极 小 元 P,CZ. 根 据 凸 性 不 等 式 , 我 们 有 
UPD = «P, UUP) 
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Ze) «P — «P, n UP») 
E «P2. Pic Ur, 
>a-1+e(UP) — la- DRE 
= (UP) 
连续 施行 上 面 的 推理 x 一 1 次 ,得 
(UP) Sel UP) Ser. Ia L 
ig P 一 UP,, 由 连续 性 


e(P) = lime( OP.) > lim 


"| 
e——\l=a 
n 


因此 ,PP 中 为 所 求 。 
定理 9. 2.4 凸 对 策 的 谈判 集 与 核心 重合 。 
该 定理 的 证 明 必 须 用 刚刚 建立 的 两 个 引 理 ,细节 与 定理 7. 4. 
3 大 致 相同 , 略 去 。 
下 面 转 入 考虑 凸 对 策 的 核 。 奖 似 于 有 限 个 局 中 人 的 情形 ,Y i， 
JE ZAR 
Fa = {SCZ ES. j ES} 
slr) = Mu 
TRE KORE 
Kv) = (x € EG)|G;jGD — s; Gn; — v0 x 0.07€ Z) 
在 第 七 章 我 们 已 经 看 到 ,有 限 对 策 的 核 总 是 非 空 的 .对 于 具有 可 数 
个 局 中 人 的 无 限 对 策 , 情况 就 没有 这 人 么 简单 。 例 如 ,考虑 对 策 (2Z， 


v): . 
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1— 57° A S 是 有 限 集 时 . 
假如 存在 cE K GO, DU v 的 对 称 性 不 难 推 知 zx; 二 zj,Y i,jE2 
(参考 定理 7.4. 3)。 由 此 及 xz(Z)=v(2Z)==1, 我 们 有 z=0, 从 而 导 
Hi xOD-0B8). MU K OBER. 下面 的 定理 将 表明 ,如 果 
对 特征 函数 加 以 凸 的 限制 , 则 核 的 非 空 性 就 可 得 到 保证 。 
引 理 9.2.5 iE CZ v EARR Ire h. XF 06€ Zub; 


sf Cx) = one eCS 2) i j Sn 
EF; Gu 


Willims;" Cr) 二 sjy(7z) ,而 且 在 C(v) 上 收 敦 是 一 致 的 。 
证 ” 仅 就 后 一 结论 进行 证 明 , 前 者 的 证 明 完 全 类 似 。 由 定义 ， 
显然 有 l 


1, ” MS 是 无 限 集 时 ; 
viS) = | 


sipOO sx s;G), 2, Xn (9, 2.1) 


设 € EERH EM RSET AE 
sla) « eSt) + > (9. 2.2) 


根据 定理 9. 1. 8, ££ YE AC 4,4220, o> fi 
MS) « d>2(S) 二 LA vVr€CQ) 


Xi Zr={nontlise}, w N>j 使 S a, < à, gd: E 式 , 当 n>N 
i=N 
时 


$CZ,x3)«4. V z€ CW) (9. 2.3) 


EH EXE 9.1.5 之 iv) EXE ce € CGO ,满足 
rf S) = viS), PS U Z.) = vOS U Z,) (9.2.4) 
因此 ,对 于 上 ECGCo) ,由 (9,.2.3) 和 (9. 2. 4,24 n>N 时 
eG ,x)2 v(S) — rz(S) = (r$ ~ x)6S) 
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= (TH — 2)(S U Z,) — (rH — z) CZ, — $) 


<e(S U Z, z) + $ 


«Po +S (9. 2. 5) 


KR—TTSXBOGLEBSÓaNDIEL.SUZ.C 7 NS 
Gr). 结合 (9. 2. 10 AC. 2. 52,18, 
sj(x) SSP) 4-6, n>N, € CQ 

这 与 (9. 2. 1) 一 起 表明 si? GE C GO E. — PUR s; C. 

推论 9.2.6 s;GOXE CO LERF LTD. 

这 是 因为 由 上 面 的 引 理 ,sz) 在 C(o) 上 一 致 收 伍 到 s; Co. 
而 每 一 个 sip GO Sg SA XE SER. 

定理 9. 2. 7 凸 对 策 的 核 一 定 非 空 。 

证 对 于 每 一 x, Cnv dEn AMR. MSH 7. 4. 4 和 
定理 7. 5. 3, 存 在 xe € CGr, le f 


max elS, zp) = max elS,ze), i,fSn, ij 
SEF Do) Se unu 


由 投影 定理 ,存在 CCW Ce TE, 


stP(r— max e(S,2") 
Se Ni) 


= max  e($,rge) 
SE NBR) 


= max e(S,xe) 
SET ANB? 


= max eCS,2") = s(x") (9.2.6) 


Se no) 
AF CGOE h 中 的 弱 序 列 紧 集 (定理 9.1. 8), EE G7) B —7) 88 
WR FTF FY Ix). 1 z—limz^ ARR). 由 于 site (ECW) E 
一 致 收敛 到 连续 函数 s,,(x) , 故 
se (2) > sx). se Car) su) 


所 以 由 (9. 2.6), 
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Sil) = St), if EL, TFG 

[8 JE rE Kw). 

3172 9. 2.8 si(z) 定 义 中 的 上 确 界 可 达 。 

证 明 与 引 理 9.2. 2.9. 2. 3 类 似 , 留 给 读者 作为 练习 。 

利用 引 理 9. 2. 8 ,类 似 于 第 七 章 相 应 结论 的 证 明 , 我 们 有 

定理 9. 2.9 设 (Z,v) 是 凸 对 策 , 则 

DK (wv) 是 谈判 集 的 子 集 ; 

WK (we) ={ee€ Ew) |s (rT) mss fF ih; 

iii)K (v) CC wu) 

证 明 留 作 练习 。 

至 此 ,我 们 已 对 巧 对 策 的 稳定 集 、 谈 判 集 和 核 有 了 比较 全 面 的 
了 解 . 概 括 地 说 ,对 于 这 种 对 策 ,核心 是 唯一 的 稳定 集 ; 谈 判 集 与 核 
心 重合 ; 核 是 核心 的 非 空 子 集 ,因此 ,从 这 方面 来 看 ,具有 可 数 个 局 
中 人 的 凸 对 策 与 有 限 凸 对 策 有 着 基本 类 似 的 性 质 。 


§3 缺 原子 对 策 的 值 ( I ) :公理 方法 


在 前 面 两 节 ,我 们 尚未 触及 无 限 对 策 的 人 理论 一 一 即 如 何 将 
Shapley 值 推广 到 无 限 对 策 上 来 。 这 是 一 个 具有 丰硕 成 果 的 领域 ， 
是 近年 来 对 策 论 的 一 个 非常 活跃 的 分 支 。 在 本 章 的 后 两 节 ,我 们 将 
对 这 一 理论 的 精华 部 分 作 简 要 的 介绍 。 

假定 所 论 可 测 空间 (0,4) 是 (01,8), 其 中 1 二 [0,1], 多 是 [0， 
1] 上 的 Borel 集 类 .还 假定 特征 函数 "( 亦 称 对 策 ) 满 足下 面 定 义 的 
RRP. | 

定义 9.3,1 对 于 对 策 v, 任 一 载体 ?的 补 集 称 为 无 效 集 (riull 


载体 的 定 文 与 第 八 章 相 同 。 
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set)。 一 个 可 测 的 非 元 效 集 5 称 为 原子 ,如 果 从 
S=85,US,, SIS]. 8.8.6 # 

可 推 得 S, 或 S; 必 为 无 效 集 。 

没有 任何 原子 的 对 策 称 为 缺 原子 对 策 (nonatomic game), 

本 节 和 下 节 只 研究 以 (代表 ) 为 可 测 空间 的 缺 原子 对 策 。 但 我 
们 不 假定 特征 函数 满足 非 负 性 ,也 不 假定 它 满足 ERE RR 
所 论 及 的 大 多 数 对 策 满足 这 一 性 质 。 

如 果 上 是 广义 测度 ,那么 4 作为 一 种 特殊 的 对 策 , 其 缺 头子 
性 等 价 于 

MS) #0 => FET CS eS) 与 ACT) 不 相同 且 都 不 为 

对 于 所 论 的 可 测 空 间 (7, 腕 ) ,读者 容易 证 明 产 缺 原子 的 充 要 条 件 
是 每 个 单 点 集 的 测度 为 零 。 

在 一 些 政治 .经 济 问 题 中 ,我 们 经 常 要 遇 到 局 中 人 很 多 .而 每 
个 局 中 人 对 大 局 的 影响 又 微不足道 ,可 以 忽略 不 计 的 情况 ,这 时 用 
缺 原子 对 策 对 其 加 以 描述 就 比较 合适 。 

设 

S) = (SoS,575, 
是 BPHARA WE 
B =s CS CS =!1 

并 称 之 为 集 链 。 对 于 这 样 一 个 集 链 和 对 策 v S 


lvlz- eG) — lS) 


Be 
lvl = sup || vfs 
其 中 上 确 界 对 一 切 可 能 的 集 链 来 取 。 称 上 | 为 v 的 全 变 差 。 记 
BV 为 所 有 具有 有 和 界 变 差 ( 即 | vl 有 限 ) 的 对 策 之 全 体 。 
定理 9.3.1 BY 在 全 变 差 范 数 上 ， I FH Banach 空间 。 
证 必须 证 明 上 + | EBV 上 的 范 数 , 且 BV 按照 这 个 范 数 
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是 完备 的 赋 范 线性 空间 。 实 际 上 ,对 于 任 一 对 策 v 及 实数 ,有 
lev ll = tal loll 
AA lav | s=la] iv lls XI —9)5288& x PRR. Ie] EE PRT KR v 
wA 
le + wl < oll + iwi 

MAMET vtw ias |v dE se lw) s Ae SBR 
立 的 缘故 。 最 后 容易 看 出 ,除非 v 恒 为 零 ,否则 总 有 |‖」v | >o. 

因此 ,全 变 差 的 确 是 BV 上 的 范 数 。 下 一 步 必 须 证 明 完备 性 。 
假定 wu ,zz，…… Uns FETED EBB PA Cauchy 上 序列. 那么 容易 
看 出 ,对 于 每 个 SE 绍 , 序 列 v1C5) uS), + un CS), fe Cauchy 
序列 ,从 而 有 极限 limvw.(S)。 现 必须 证 明 zEBV. 实 际 上 , 取 充 分 大 
88 N È || v.—vs l| <1 — 9I nZeN 者 成立, 则 对 任 一 集 链 ， 

lvl zs fu. ~ ev lle + owls 1+ dvds 
两 端 取 n> coBt AY RAR , 
lols -+ lois 
Bru 
lvl sic dvd 

从 而 vE BV. RER D v.—vll 0. As 是 序列 {v,} 的 极 
限 。 这 就 证 明了 BV 的 完备 性 。 

例 1 考虑 形 如 

v5) = f(iaCG») (9. 3. D 

的 对 策 , 其 中 oe PRA PES AERE XUELO.GOO ] EB SEDE E 
RM ,满足 /(00 — 0. 容易 看 出 vC BV. 

例 2 设 ” 是 单调 对 策 , 即 ”满足 

S CT >v) x v0) 
则 对 一 切 集 链 3， 
lv lls = Evis) ~ viS] =v) 

可 见 v€ BV. 又 设 是 两 个 单调 对 策 的 差 , 即 uo w, KH vw 
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均 为 单调 对 策 , 则 
lel s Poll + lwd =v) + wT) 
Alt a «€ BV. 其 实 ,我 们 还 有 如 下 的 定理 : 

定理 9 3.2 每 个 具有 有 界 变 差 的 对 策 v 都 可 以 表示 为 两 个 

单调 对 策 « w 的 差 ,而 且 
| v |} = min[w(7) + wi] {9. 3.2) 

其 中 min 对 一 切 满足 v= 二 4 一 w 的 单调 对 策 w Al we 来 取 。 

证 为 了 将 对 策 v 表示 为 两 个 单调 对 策 的 差 , 任 取 SE 吕 . 设 

A —(5,5,,,8,) 


是 满足 
A=S;C 8,C-CS.=S8S 
的 集 列 。 定 义 
ua CS) = >) max {v(S;) —v($,,),0] (9.3.3) 
im Y 
Be 
u(S) = supz,(S) (9. 3. 4) 


其 中 上 确 界 对 所 有 这 样 的 集 列 4 来 取 。 同 样 ,定义 
roa(S) 一 一 Pjmin(v($) — v($,.,),0) (9.3.5) 


wS) = supwa(S) (9. 3. 6) 
不 难看 出 THE AUR 
uals) = vGS) + w4G) (9. 3. 7) 
因此 1 
“u(S) = vls) + wiS) 
或 


v(S).— uCS) — wCS) (9. 3. 8) 
显然 ,上 面 定 义 的 对 策 ae 都 是 单调 的 。 所 以 ,我们 已 把 v 表 
示 为 两 个 单调 对 策 的 差 。 对 于 wv 的 任 一 这 种 表示 v—u—w. mS fh 
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lol s ell + lel] =al) +e) 
而 对 于 由 《9. 3. 4) 和 (9. 3. O8 LH u Aw WREST 
il v ll s= usl) + wli) 
= v(I) + 2wzlI) 
所 以 
oll = vl) + 2w) = 40) + wl) 

这 就 证 明了 (9. 3. 2), 

空间 BV 有 一 些 重要 的 子 空 间 . 用 FA 表示 BV 中 有 限 可 加 的 
有 界 集 函数 ?之 全 体 所 构成 的 子 空间 ;NA 表示 所 有 缺 源 子 的 测度 
之 全 体 。 显然 ,NACFACBY ,而 且 NA ,FA 都 是 BV HARET 
空间 。 

HRQEBBVA-tT2SE. Q 中 所 有 单调 对 策 的 全 体 记 为 
Q1* .按照 这 种 记号 ,NA+ 就 是 所 有 非 负 缺 原 子 测度 的 全 体 所 构成 
的 锥 5F4+ 是 所 有 有 限 可 加 的 非 负 有 限 集 函数 的 全 体 。 用 pNA 表 
示 由 NA?! 测度 的 所 有 种 次 生成 的 闭 线性 子 空间 ,这 是 缺 原 子 对 策 
理论 中 最 重要 的 一 个 空间 。 另 一 个 重要 的 子 空间 是 bv' NA, CE 
所 有 形 如 f(y) 的 对 策 生成 的 闭 线 性 子 空间 ,其 中 n6 NAT UE y 
(了) 二 1,f 是 定义 在 [0,1] 上 在 0 和 1 ARE SEE GS FEX ERES, 
显然 ,pNACbv'NA. | 

ve BV,0J& 1,529) EB —^r B Fg CR, 733] 1 )—7 7 — 
一 映射 ,满足 :6 和 2: 都 可 测 ). 定义 BV 上 的 线性 驳 射 6. 如下: 

' (9.0)GS) = v(68) 

对 于 BV 的 子 空间 QQ, 如 果 9. 久 = 外 对 一 切 自 同 构 9 都 成 立 , 则 称 . 
Q 是 对 称 的 ,不 难 验证 ,上 面 提 到 的 NA、FA,pNA fü bv’ NA 都 是 
BV 的 对 称 子 空间 (BV 本 身 当然 也 是 )。 

定义 9.3.1 i$ QE BV 的 一 个 对 称 子 空间 ,@ 上 的 一 个 值 


Q 有 些 作者 称 之 为 有 限 可 加 测度 。 
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TEM Q FFA 的 一 个 线性 映射 ,满足 

A, CARED (RO D —OD.V vEQ; 

A; (IRRE), —0.9 

A; GEM TFA". 

我 们 称 po 为 对 策 HA LARS) AWRA S 的 值 。 

类 似 于 有 限 对 策 的 情形 ,在 值 的 定义 中 ,有 效 性 公理 相当 于 假 
定 大 联盟 了 形成 ;对 称 性 公理 说 的 是 值 并 不 依赖 于 对 局 中 人 的 命 
名 方式 。 非 负 性 公理 虽然 是 这 里 新 添 的 ,但 看 来 仍 有 立足 之 地 。 事 
实 上 ,如 果 v 是 单调 的 , 则 在 任 一 集合 中 加 入 联盟 S 都 只 会 使 v 增 
值 或 保持 不 变 ,因而 要 求 联盟 5 的 值 是 一 个 非 负数 着 来 是 合理 
的 。 应 当 指出 , 非 负 性 公理 与 下 面 就 要 论 及 的 连续 性 有 紧密 的 联系 
( 见 定理 9.3.4 和 9. 3.5)。 

由 于 值 是 线性 算 子 ,所 以 p 是 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 有 界 ， 
即 由 


E || g |l 
| pll = sup Tel 


vcQ 

定义 的 范 数 | ell APR. 

针对 Banach 空间 BV ,我 们 有 

定理 9.3.3 设 p 是 从 BV 到 FA 的 线性 算 子 ,满足 公理 AT 
和 43, 则 2 连续 且 | ell —1. 

证 ”对 于 单调 对 策 uh Al. 也 单调 。 于 是 

(| ge | = wed), lle || = ut) 

再 由 Al.qu OD) =u). BrEA 
leu = lul (9. 3. 9) 


因此 , i ell 1. 
再 任 取 vE BV ,根据 定理 9. 3. 2, 存 在 单调 对 策 " 和 w, 18 
v=u—w, l|vl =u) + wi 
由 此 及 已 证 的 (11. 3. 9), 18 
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eol = 下 — pw | 
< led + owl =e) + wD = vi 
所 以 ,| el xt. | 
综合 上 述 两 方面 ,得 | ell =1. 
上 述 定理 表明 ,如 果 BV 上 有 值 存 在 , 则 它 必 连 续 , 且 范 数 为 
1. BV 上 是 否 存 在 值 呢 ? 答案 是 否定 的 。 事实 上 ,可 以 考虑 如 下 
的 缺 原子 对 策 


ee 0, AGS) «1 
1， «= AS) i 
其 中 人 是 Lebesgue 测度 ,假定 在 BV 上 存在 一 个 值 pg, 下面 设法 由 
此 推出 矛盾 。 
WS,TEBA, ME 


ACS) = ACT) > 0 
TW EC) ERMA S E 0 E 
aS) =F 
FSA. usv; Ah. A2 
(pe) CS) = (go) (FT) 
因为 此 式 对 任何 两 个 具有 相同 Lebesgue 测度 的 集合 都 成 立 , 故 
(go) (S) = fFOG)») 
其 中 是 单调 函数 ,满足 f(1)==1。 又 由 于 gv 是 可 加 集 函 数 ,所 以 
了 满足 
fla +8) = fla) + fib) 
PH FCA Bp 2S A Sy TT 
(go) CS) = ACS) 
Bl gv 与 Lebesgue 测度 重合 。 
但 是 ,如 作 测 度 a: 


WS) 一 | 2za2, SEB 
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则 容易 看 出 ,ntS)=0 当 且 仅 当 ACS) =0. 因此 ,v 也 可 表示 为 
s) = 0, BG») x1 
l; AS) = 1 

类 和 似 地 ,可 以 证 明 gv Se 重合 。 但 y 关 4, 这 就 导出 了 所 要 
的 矛盾 。 

从 上 例 看 到 ,在 BV 上 设 有 值 存在 很 可 能 是 由 于 公理 42 太 
强 的 缘故 。 基 于 这 方面 的 考虑 ,Ruckie™“ 曾 把 公理 42 修改 成 
A2' [LEEK 0. 9-790. 对 一 部 分 特殊 的 自 同 构 8 成 立 , 并 证 得 在 
BV 上 存在 这 种 较 轮 意义 下 的 “ 值 ”"。 

另 一 方面 ,更 多 更 重要 的 研究 则 是 致力 于 寻找 BV 的 一 些 子 
空间 ,使 得 其 上 有 值 存在 。 但 是 , 子 空间 上 值 (如 果 有 的 话 } 的 连续 
性 并 不 能 从 定理 9. 3. 3 获得 保证 。 为 弥补 这 一 缺陷 ,我 们 引入 

定义 93.2 设 Q@ 是 BV 的 子 空间 ,如 果 对 每 个 wEQ 

loll = influ) + wA |u,w € Q+, Hv = u — xw) 
则 称 Q 为 内 在 空间 (internal space). 

显然 ,BV 本 身 是 内 在 空间 ， 

定理 9.3,4 设 忆 是 内 在 空间 。 如 果 p BH QF FA 的 非 负 
线性 算 子 , 则 2 连续 。 | 

注 : 就 连续 性 而 言 ,该 定理 的 结论 显然 比 定 理 9.3.3 更 强 , 它 
表明 ,把 定理 9.3. 3 中 的 公理 41 去 掉 不 会 影响 结论 中 p ig E SE 
性 。 

证 ”如果 要 求 8 也 满足 公理 41 ,那么 证 明 与 定理 9. 3. 3 基本 
相同 。 在 现在 这 种 较 弱 的 条 件 下 , 先 证 明 存 在 正 数 天 使 


PID < kK, VvcQ* | (9. 3. 10) 
事实 上 ,如 果 不 存 在 这 样 的 天 , 则 对 于 每 个 ma, 存在 CQ ,满足 
o mn (9. 3.11) 
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另外 ,可 以 假定 所 选 v, 满足 v,(7) — 1/2. 于 是 24v EQ Bhp 
RIIE THE. XE — t k RA 
(DO) SA Don) > H+ 
因此 , C (7) 比 任何 数 都 大 ,这 是 一 个 蔬 盾 ,(9. 3. 10) 得 证 。 
RE XFER, WE v=u—w u wE Q, Th C. 3.10) 及 
9 的 非 负 性 
el = Il ge pwel x | gel] + I pe | 
= (GO GO) + Gu) G) s KG) + w) 
两 端 取 下 确 界 即 得 
ldvl «Kl vil 
定理 9.3.5 ib QE BV H-TREFS SH. p E. QA] FA 
的 线性 算 子 ,满足 条 件 41 Hell 1, 2 是 非 负 的 。 
证 设 v 是 单调 的 。 假 定 结论 不 对 , 即 存 在 联盟 S 满足 (gv) 
(3)<0。 那 么 ,由 于 v 的 单调 性 、|| oll 15 fF 41, 有 
D= [vl > lgl S 
> [CS] + pe) (TD) — Go (S$) | 
> |v) — Xl. 
= v1) 一 (gv)(S) > v) 
这 一 矛盾 就 证 明了 所 要 的 结论 。 
下 一 步 来 看 BV 的 几 个 子 空间 及 其 上 值 的 存在 性 和 唯一 性 。 
io P 为 由 缺 原子 的 非 负 测度 的 诸 次 帘 生 成 的 线性 子 空间 .显然 ,P 
的 闭 包 就 是 PNA , 即 万 =pNA ,空间 PP 含有 什么 样 的 元 素 呢 ?下 面 
的 定理 将 有 助 于 我 们 看 清 这 一 点 。 
定理 9.3.6 设 和 了 是 az 元 多 项 式 ,满足 £10) =0, RE p= 
Ctt s to …，A) 是 一 个 缺 原子 的 向 量 测 度 , 则 FC € P. 
证 ” 先 证 明 
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k ! XQ C2, 十 et + TX) 


二 十 一 5) 


pedis 


十 x sodas + X, 一 Cz; + z,))* 


gei jy 
— (9. 3. 12) 
实际 上 ,上 式 右 边 当 x1 二 0 时 取 值 为 0, 因 而 它 被 x 整除。 同样 , 它 
亦 被 xz，…; ,x BR. NATAWA KAUR MBA xs 
a 的 倍数 。 但 形 如 xcu 的 项 只 在 右边 第 一 项 出 现 , 且 系数 为 
& ,所 以 《9. 3. 12) 一 定 成 立 。 

由 (9. 3. 12) 马 上 知道 ,每 个 元 多 项 式 都 可 以 表示 为 若干 个 
变量 之 和 的 短 的 线性 组 合 。 因 此 ,如 果 的 诸 分 量 都 是 NA7+ 测 度 ， 
M FDEP. 在 一 般 情况 下 ,注意 到 每 个 NA 测度 都 可 表示 为 两 
个 NA? 测度 的 差 ,因而 /tp) 可 表示 为 一 些 NA* 测 度 的 一 个 多 项 
式 , 所 以 也 属于 卫 , 定 理 得 证 。 

现在 来 投 述 并 证 明 本 节 的 一 个 重要 结论 。 

定理 9. 3.7 在 空间 P 上 存在 唯一 的 值 p, 而 且 该 值 是 连续 
的 , 范 数 为 1。 

证 先 证 明 唯一 性 。 设 

v= j 
其 中 jxENA+ 满 足 p=. MRS TER MBE 
WS) = KT) 
PARE. ALN ARM 09, 它 将 S 映 成 T 且 使 4 保持 不 变 (从 
而 9.v 一 v)。 于 是 由 A2, 
(pu) (SY) = (vC) 

由 此 可 见 ,gv 只 依赖 于 测度 o. A vv 是 可 加 的 集 函 数 , 它 只 能 写 
成 

PU = cg, 
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其 中 ec 是 常数 。 但 由 A1 
(wd) = gr) =1=420) 
所 以 c=1. 因 此 ,对 于 任 一 满足 oC) =1 的 NA+ 测度 & 及 自然 数 
tt 3 
py =H 
BINH vw:cP.vup um 
v= Dufil(p) (9. 3. 13) 


其 中 a 是 实数 ,fi(z) 是 zz 的 正 整 数 次 守 on 是 满足 ad= 的 
NA+ 测 度 。 由 43, 有 


| = dian 
至 此 可 以 看 到 ,在 了 上 人 至 多 存在 一 ^M. 

其 次 证 明 值 的 存在 性 。 任 取 wEP, 仍 设 v 可 表示 为 (9. 3.13) 
ATE. IE A= Cee). BE SEB OKAL 4 S' 二 J 一 5. 根 
$8 Lyapunov EE OLHE) , CER (501 a CP YS MBAR. F 
是 存在 联盟 好 CS M:S CS ,满足 

BS) = tu). nS! ) = te CS") 
4 f=18 UtS’ Loir 
GI) = ted) = Q, (9. 3. 14) 
另 一 方面 ,由 MEA SR es 定理 可 知 ， 
对 于 0<r< 1 一 刀 存 在 联盟 cSCS—tS ,满足 
uS) = rpCS) (9. 3. 15) 
S.H S=). TE 
plti U rS) = tu + vu) (9. 3. 16) 
Bi (9. 3. 14) ACD. 3.16) 容 易 验证 


lim VLU 2S) — »€D _ Y au Gf A 
im) 


iQ T 
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两边 积分 ,并 注意 [roa = 1, 得 到 


' lim wel U #5) — VED 4, = = Xeec) (9. 3. 17) 


a td 


现在 全 上 定义 oT. 
go = Sjan (9.3.18) 

为 证 明 这 作为 定义 的 可 行 性 ,必须 说 明 当 w 有 两 种 信 同 的 形 如 (9， 
3.13) 的 表达 式 时 ,由 C9. 3. 18) 得 出 的 gv 一 定 相 同 。 这 相当 于 证 明 
当 (9. 3. 13) 的 右边 恒 为 零 时 , (9. 3. 180 E E 3 t 48 2928 ; [Box aT A, 
《9. 3. 17) 马 上 推 得 。 因 此 ,用 (9. 3. 18) 来 定义 9 是 可 行 的 。 

容易 验证 ,p 是 线性 的 , 且 满 足 条 件 41 和 42.9 也 满足 条 件 
A3, BU 24 o 是 单调 对 策 时 ,gv 必 非 负 。 这 同样 可 从 (9. 3, 17) 直 接 推 
得 。 因 此 ,由 C9. 3. 180 0E MH 9 8398 3& P. 上 的 值 。 

下 面 再 证 明 由 (9. 3. 18) 定 义 的 8 是 连续 的 且 范 数 为 1。 为 此 
将 ?的 表达 式 改写 一 下 。 对 于 由 (9. 3.13) 给 出 的 vEP, 作 上 元 函 
数 f. 


f(x,y" tX) = Ees) (9.3.19) 
则 v— fC). 而且 容 易 验 证 由 (9. 3. 18) 给 出 的 o 可 写 为 
w = | Aus Ged Yd 


HP fao tt f£ t aom mn ex RAT EA || ge I< Pv lt. 

记 A€ qv. 显然 (由 (9. 3.18) AG NA. iE 1=S* US" BIS 
FAB Habn 分 解 ; 即 4 在 SS 及 其 子 集 上 到 值 非 负 ,在 3 RAT 
4g EXE fü dEIE. H S+NS — QD. X} 

Jal] = [AcSt+)} + [acs-)] 

Km BER BRM. HH Lyapunov E ER, ef RST 8] 4) RA 
相交 的 联盟 St. SZ 使 得 uS) — |n CS /m 对 所 有 的 7 都 成 
立 . 同 样 , 可 把 SS- 痢 分 成 不 相交 的 联盟 Sio SL 使 得 LCS; 0— 
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CS )/m 对 一 切 ;都 成 立 。 现 作 集 链 
S.C S.C CS. 
其 中 S=. H 
Sa 一 (人 USr)U…UGCSrUS) 
S21 m Saj U $$ 
令 y= n(S*),6=2U).0 n7 )=b—y. 于 是 
BCS,) = É 


HOS 25441 ) 一 PI 


因此 ， 
lle I] = > V — FUS) 
-B-A 
+ p | DE S E (9. 3. 20) 
根据 f 的 表达 式 , 有 
有 
和 


ff LEV) [&2)- 15 42) 2 

其 中 o| L| 关于/ 是 一 至 的 。 将 上 述 两 式 代入 (9, 3. 200 ,得 
l v i> $i i I SAA {2 

> PRG IE PES FI + 0(1) 


S moo, FFE REX GH iT 30 4 HB Ft A [8] 83. Rie- 
336 ; 


oC) 


mann 积分 ,得 到 
1 1 
Heh > | Aabar] + | sae] 


= |ACS*)| + [AG] = [All 

至 此 终于 证 得 上 gv s] vl. aF v€ P BRU. Kez 
连续 的 , 且 lel «1. 最 后 ,注意 到 当 vwENA 时 gv 一 v, 因 此 gq 
二 1。 定 理 证 毕 。 B 

P EEE 8p 的 连续 性 使 我 们 可 以 把 gp 从 PP 延 拓 到 了 的 闭 
& P=pNA 上 来 ,并 保持 范 数 不 变 ,这 样 就 得 到 pNA 上 的 一 个 值 
8; 从 而 证 明了 PNA 上 值 的 存在 性 .pNA 有 多 大 呢 ? 根 据 缺 原子 对 
策 理 论 标 准 著 作 [2j] 的 一 个 重要 结果 ,pNA Saha üll 

v= f Guns atu) 

的 对 策 , 其 中 uc NA, f REGE XE p CA) 的 值 域 上 、 连 续 
E] (i 31-88 E / (0) 70 的 实 前 数 , 类 似 于 定理 9. 3.7 连续 性 的 证 明 ， 
不 难看 出 上 述 对 策 的 值 可 表示 为 


(XS) = [fas ra D 


pNA 是 一 个 内 在 空间 (证 明 比 较 困 难 , 见 [2] 或 Reichert 和 
Tauman 的 最 新 证 明 )。 由 定理 9.3. 4, pNA. 的 任何 值 都 一 定 连 
续 。 但 我 们 已 经 看 到 ,在 己 上 只 有 了 唯一 的 值 ,而 pNA SURE P TOR 
包 , 所 以 由 连续 性 知道 ,在 PNA 上 至 多 只 有 一 个 值 存在 。 

综合 上 述 两 方面 的 说 明 ,我们 得 到 

定理 9.3.8 在 pNA 上 存在 唯一 的 值 g, 且 gi —1. 

PNA 上 的 值 还 可 延 拓 到 更 大 的 空间 bv’ NA AKA bv’ NA 上 
唯一 的 值 。 这 一 结论 的 证 明 比 较 复 杂 , 可 在 [2j 第 八 节 找到 。 有 兴 
趣 的 读者 还 可 参阅 Tauman 的 [15], 那 里 将 bv'NA 上 的 值 作 了 进 
一 步 的 延 拓 ,并 提供 了 一 种 稍为 简单 的 方法 来 说 明 bv NA 上 值 | 
的 存在 性 和 唯一 性 | 
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§4 和 埠 原子 对 策 的 值 CE ) : 渐 近 方法 


本 节 采 用 另 一 种 方法 来 研究 缺 原子 对 策 的 值 的 问题 ,这 就 是 
Kannai[5 的 渐 近 方法 。 这 种 方法 的 基本 思想 是 :把 局 中 人 集合 工 前 
分 成 有 限 个 “很 小 ”的 集合 ,然后 将 每 一 个 小 集合 看 成 是 一 个 局 中 
人 ,这 样 就 从 原来 的 缺 原 子 对 策 得 到 一 个 有 限 的 辅助 对 策 。 每 一 个 
这 样 的 辅助 对 策 都 有 Shapley 值 。 当 1 工 剂 分 得 越 来 越 细 时 ,辅助 对 
策 的 Shapley 值 所 趋 于 的 极限 (在 一 定 意义 上 ) 就 是 浙 近 值 。 下 面 
用 严格 的 数学 语言 介 给 这 种 方法 。 

设 互 是 局 中 人 集合 7 ELE SIE XE NUES 
YER 51 AAT Who; 称 另 一 前 分 开 BO 的 加 细 , 如 果 世 的 每 个 
成 员 都 是 T 中 一 些 成 员 的 并 。 对 于 工 的 一 个 前 分 序列 Ha LEDs 
称 之 为 单调 递 降 的 ,如 果 每 个 了 + 都 是 IT, 的 加 细 ; 称 之 为 可 分 
HI MRT FE sE st, 都 存在 某 Te EI s.t 处 于 了。 
BY As fe] RB a IE. RT oY BS 1814 PBR n] 28 
Ff Ji] (admissible sequence). fi, 


n= [2] 8e p - Ea] 
则 M ,也 ,… ,就 是 一 个 可 纳 序 列 。 
i v 是 人 G, 腕 ) 上 的 一 个 对 策 , 卫 是 了 的 一 个 前 分 。 定 义 有 限 对 
(svg): 
vals) = vt Un. SCH 
其 Shapley 值 向 量 记 为 ovr. MIF TES IT— (IH, Rp E 
13s REE ^) RT WE RS 4 PE P. HEMERT I— D). 对 于 每 个 m, 


O 这 里 及 以 下 ,可 测 均 指 Borel 可 测 。 
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+ 
w = {7 E H,(7CT} 
T 是 无 限 对 策 v PHT EE SD. 则 是 对 应 有 限 对 策 vr 中 的 相 
PR. WFR gor, Ta) mm~>ce 时 有 极限 , 则 记 该 极限 为 (Prm) 
CD). 如果 这 种 极限 对 于 一 切 以 {T ,1 一 7') 为 首 项 的 可 纳 序 列 开 者 
存在 , 且 与 互 的 选择 无 关 , 那 么 就 记 之 为 (Hoc)(CT)。 如 果 对 于 所 有 
的 可 测 集 人 情况 都 是 如 此 , 则 称 gv 为 v 的 渐 近 和 值 (asymptotic 
value), BRM o 的 渐 近 值 po 如 果 存 在 ,就 一 定 唯一 :而且 满 
足 有 限 可 加 性 。BV 中 所 有 具有 新 近 值 的 对 策 之 全 体 记 为 
ASYMP. 
为 便于 研究 渐 近 值 及 空间 ASYMP, 我 们 把 变 差 范 数 推广 到 
有 限 对 策 的 情形 ,这 显然 可 以 完全 一 样 地 定义 出 来 。 对 于 以 了 为 
局 中 人 集合 的 有 限 对 策 u. H Shapley 值 的 表达 式 (7. 1. D ,有 
, leu d < I ll 
其 中 gw 是 u 的 Shapley 值 问 量 , 从 而 亦 可 看 成 是 一 个 特殊 的 对 
策 , 即 非 本 质 对 策 。 显 然 
eel = > wG) 


根据 (7. 1. 11) ,gu 还 可 表示 为 

Atem f ' R GoOd? 
其 中 ‘RCw) 的 第 i 个 分 量 'R,(w) 表 示 各 局 中 人 都 以 概率 :参加 对 策 
AFA HERECKA RME: 

'R; Cu) = > ‘PS — Dels — a(S — 0] 
这 里 'p(S 一 门 是 联盟 S$S 一 i 形成 的 概率 , 即 p CS 0-181 1 -— 
py lst, 
对 于 (I,. 禾 ) 上 的 对 策 vEBY RAW I.E DB 
val < Jel 
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始终 成 立 。 

定理 9. 4. 1 对 于 vE ASYMP, ŠA || gel << |v ll. 

证 ”对 于 给 定 的 se>0, 设 三 是 集 链 

$-—58,CS,C--C8,—1 
它 满足 
l g l> læ — e 

设 U,=S,—S,... 再 设 II, 28 BIA UL UU EA AR 
项 的 可 纳 序列 Hu REF BH TEN RRR mT. = (je 
1, |{—T) ,那么 ， 


lel —e< lovis S)l@rr| 
Tea, 
= | lim(gor (P| 
Teg, =" 


= lim $} [Cg 2 7.) | (9.4.1) 


对 于 固定 的 on FRNA 


55 pen) Ed l= SSS) pea | 


TER, TEH, jET, 


x» ora G) 


TEN ET, 


= 5 1 Cen G1 = ea | 
JER, 


1 


< || va, lE s Ie] 

将 此 与 (9. 4. 10 ESTE — iB ABE! || ge l| —e< (lv |] S 60,8543 
到 所 要 的 不 等 式 。 

推论 9.4.2 WR vc ASYMP, , 则 e € FA. 

证 只 需 说 明 pv 是 有 界 的 ,而 这 从 定理 9. 4. 1 是 显而易见 
的 。 

定理 9.4.3 ASYMP Æ BV 的 闭 线 性 子 空间 。 
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WE ASYMP BAERS SA. WR r” C ASYMP, H 
| v*—v |] —0. 由 定理 9. 4. 1. 90? Æ Cauchy 序列 ,因而 按照 变 差 
范 数 有 一 个 极限 4; 再 由 推论 9. 4. 2, 并 注意 到 FA 是 BV HAR 
性 子 空间 ,有 EFA, 对 于 任意 的 0, o? f £8 Ilo —v | se 
Al || ev? —All «e 同时 成 立 。 现 设 耳 是 一 个 以 {了 ,7 一 人} 为 首 项 
的 可 纳 序列 .7 二 {7E Hs1jC7T), 那 么 
gen CE) — Cu CE) | 
s |‖ 9s, — oP) | s ve, — oP | s Ilo -vl «e 
所 以 ， 
| (994,2 07,) — ACD i 
x| (Poy ) | 3) 一 (gun?) CL a) | 
+ | (po 人 DT) — Cpe? CP) | 
+ [cgt CT) — ACT) | 
Set | Gv CT.) — (99) CD) + [| eo? — all 
<2e+ [GEO — Gu "»€D)! 
令 m-—oo3E f| v^ € ASYMP. 49 
Tim | (goa) CD.) — AC | < 2e 
因此 ,上 面 的 上 极限 为 0, 从 而 相应 的 极限 存在 县 为 0. 所 以 2 是 V 
的 话 近 值 。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
定理 9.4.4 ASYMP Æ BV 的 对 称 子 空间 , 且 由 渐 近 值 定义 
的 算 子 p 是 ASYMP 上 的 一 个 值 。 
证 9 显然 是 线性 的 。 有 效 性 条 件 容 易 从 有 限 对 策 的 相应 条 
件 中 导出 ; 非 负 性 是 定理 9. 4. 1 和 定理 9. 3.5 的 直接 推论 ;对 称 性 
也 很 容易 证 明 ( 略 去 ) 。 
至 此 已 经 看 到 ,ASYMP 是 BV HARES SA. EL YE C LA 
值 存 在 ，ASYMP 与 上 一 节 提 出 的 空间 pPNA.bv NA 有 什么 关系 
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WE? 为 研究 这 个 问题 ,需要 作 一 些 准备 。 

对 计 一 个 固定 的 可 纳 序 列 辽 , 记 其 第 & 项 为 {44 ,At、… A), 
JF? eh Al) =o} Km EN4 .还 记 hex max aj, 

引 理 9.4.5. 4 &— ofi , ahu 0, 

引 理 的 结论 非常 明显 ,但 证 明 已 超出 本 书 的 范围 ,读者 可 参考 
[2]88 131 页 足 注 。 

引 理 9.4.6 设 :€ (0.1 fog H, 中 每 个 元 素 出 现 的 概率 是 
tS 是 II, 中 所 出 现 元 率 的 集合 ( 即 “ 随 机 联盟 ”)。 那 么 , 当 Eoo 
时 ,CS) 依 构 率 收 僵 于 zp(7), 即 对 于 任意 的 e>0, 存 在 总 ,使 得 当 
k> ko 时 

Prob{|#(S) — taD | > €) «€ 
证 为 方便 ,暂时 固定 ,并 在 书写 时 略 去 上 标志 显然 


EG) = borsa 
i=l 


其 中 诸 XX 是 相互 独立 的 随机 变量 ,只 取 0,1 两 个 值 , 且 概 率 分 别 
Ate 1—t. 于 是 


EWS) = t> ja = te), 
iw l 
Vare(S)= aV, X, = 211 — t) Dia 
i-i im] 


< "e = aus HO) 
iw] 
应 用 切 比 晓 尖 不 等 式 , 得 
Prob{ | a(S) — tu) | > €) < ampl) 
最 后 由 引 理 9.4.5 即 得 所 要 的 结论 ， 
现在 已 可 证 明 本 节 最 重要 的 结论 了 。 
定理 9.4.7 pNACASYMP. 
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ut? 由 于 ASYMP 是 BV 的 闭 线性 子 空间 ,只 需 证 明 对 于 w 
€NA* SE v=" € ASYMP. 下 面 不 妨 假定 E G2—1. 

EE O'R O KE. ER TES. BEITI TS 
Am. Bo | 
H’ = {iA} € T4) 
那么 ,对 于 PT [0,1], 

CROs DIT = >; PXZS — DEG) — veS — i9] 
ie Ht ESCH, 
2j, 22 PS — DEGG)Y — CHGS — 0)7] 


ie Ht (ESCH, . 


=m>, >, PAS — daz 4D (9. 4. 2) 
rent (€ SC, 
其 中 最 后 一 个 等 式 从 中 值 定理 得 出 xs 是 介 于 a GO 5 KS) = 
B GS) — uCAD Z TRIB 3c x, 我 们 断言 ， 


lim >) PAS DAs =e (9. 4. 3) 
Aie scu, 
(DD) PS ~ dre! ~ | 


i€ Sen, 


= | 3 5G-2GGr — | 


ie Scu, 


< T PMS — Olay om! 


ie sc, 
< J PS e] 
Siles) (ae 
ESCH, 
+ > PBG-i)-2 
S. |a 52 — t| >a 
® 证 明 中 有 时 用 i 表示 PUM PA 而 ,这 并 不 会 导致 记号 的 混 清 不 清 . 
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39858 — HAS 2Prob{ | 4 CS) —2|12» €) ,根据 引 理 9. 4. 6,24 à— 
co 时 ,其 极限 为 0; 第 一 项 不 超过 
P, S — DG — D Jas — tl 
Si leg) — e| &« 
i€ Sci, 


< Gn — 16+ au) 2, PAS — 1) 


ESCE, 
= (m — 1€ -+ aa) 

因此 ,对 (9. 4. 4) 两 端 取 极限 并 利用 引 理 9. 4. 5, 可 以 得 到 

fim| >) PS Dag — |< 6n — De 


Avo " (ESCH, 


ES e 是 任意 的 正 数 , 故 相 应 的 极限 存在 且 值 为 0, 这 就 证 明了 (9. 
4.3)。 


现 将 (9.4.3) 代入 (9.4. 2) FRAUD MCAD = nD). A 
ie H* 
lim['RG@u) ]CT,) = me" QT) 
从 {9.4.2) 还 可 得 到 
ICRGa IE) | x mer) 
TES 应 用 Lebesgue fiiis Sí ER , M4 ke oon, 
(pea, T) = FERo 1croar 
E [me ucryde = A(T) 
OME RIT IST } 为 首 项 的 可 纳 序 列 IH 都 成 立 。 因 此 we] 
ASYMP 且 渐 近 值 为 x, 定 理 得 证 。 

从 定理 9.4.7 和 定理 9. 4. 4 可 马上 推 得 pNA 上 值 的 存在 性 ， 
因此 我 们 用 渐 近 方法 一 一 种 完全 不 同 于 上 一 节 的 方法 一 重新 
证 明了 缺 原 子 对 策 理论 中 的 一 个 著名 结论 

ASYMP 5 bv' NA 有 什么 样 的 关系 ? 是 否 也 有 bv’ NAC 
ASYMP? 这 曾经 是 缺 原 子 对 策 理论 中 的 著名 难题 , 现 已 为 以 色 列 

344 


数学 家 Neyman SS IU ,3E18 H GEN BE. 
x # x 献 


[1] Aumann R. Recent developments in the theory of the shapley value. 
Proceedings of the International Congress of Mathematicians. Helsinki, 
1978 
[2] Aumann R, Shapley L S. Values of Nonatomic Games Princeton Univ. 
Press, 1974 
[3] Ky Fan. On systems of linear inequlities. Ann. of Math. Studies, 1956 
| (38,99— 156 
[4] Delbaen F. Convex games and extreme points. J. Math. Anal. and Ap- 
pl. ,1974(452:210 — 233 
[5] Dubey P. Asymptotic semivalues and a short proof of Kannai’ s theo- 
rem. Math. Oper. Res. ,1980(552;267 —270 
[6] Dunford N, Schwartz J T. Linear Operators, Part 1. Interscience ,1958 
[7] Kannai Y. Values of games with a continuum of players. Israeli J. 
Math. ,1966(42:54— 58 
[8] Kannai Y. Countably additive measures in cores of games . J. Math. 
Anal. and Appl. ,1969(272:227 —240 
[9] Neyman A. Singular games have asymptotic values, Math. Oper. Res. ， 
1981(6):205— 212 
(10] Neyman A. Weighted majority games have asymptotic value. Math. 
Oper. Res, ,1988(135:556— 580 
[11] Reichert J, Tauman Y. The space of polynomial is measures in inter- 
nal. Math, Oper. Res. .1985(10):1—7 
[12] Ruckle W H. Projection in certain spaces of set functicn:.. Alaih, oper. 
Res. »1982(7):314—318 
[13] Rosenmüller J. On core and value, Operations Research Verfahren. 
Rudolf Henn eds. ,1974 
[14] Schmeidler D. Cores of exact games. J. Math. Anal. and Appl. , 1971 
(4001214— 225 


345 


[15] Tauman Y. Value on the space of all scalar integrable games. Game 
Theory and Related Topics. O. Moeschlin and D. Pallaschke eds. . Am- 
sterdam ; NorthHolland , 1978 

[16] 黄 振 高 . 具有 可 数 个 局 中 人 的 连续 凸 对 策 . 国防 科技 大 学 学 报 ,1987 
(1) :81— 90 i 

[17] 黄 振 高 , 连续 凸 对 策 的 谈判 集 ,国防 科技 大 学 学 报 ,1987(3):76 一 80 


346 


对 策 论 与 经 济 学 本 是 两 个 相互 独立 的 学 科 。 在 对 策 论 的 早期 
发 展 时 代 , 它 只 是 作为 数学 的 一 个 分 支 被 数学 家 们 所 研究 ,很 少 引 
起 经 济 学 家 们 的 兴趣 或 重视 。 随 着 对 策 论 的 不 断 发 展 , 人 们 逐渐 认 
识 到 经 济 中 的 许多 问题 可 用 对 策 论 的 方法 加 以 解决 ,一 些 古 老 的 
经 济 问题 还 可 通过 对 策 论 获 得 最 好 的 表达 方式 。 对 策 论 已 不 仅仅 
是 数学 家 们 的 乐园 ,其 理论 .方法 和 成 果 已 渗透 到 经 济 学 (和 其 它 
社会 科学 ) 的 许多 领域 。 现 在 ,国际 上 大 多 数 对 策 论 专家 也 是 经 济 
学 家 ,而 许多 经 济 学 家 也 常常 以 对 策 论 作为 其 从 事 研究 的 必 备 工 
其 。 本 章 介 绍 对 策 论 在 经 济 上 的 若干 应 用 ,着 重 研究 市 场 对 策 ,多 
头 市 场 垄 断 和 费用 分 挫 等 问题 。 希 望 更 深入 地 了 解 各 专题 的 读者 
可 参阅 文中 提 到 的 参考 文献 或 Shubik Hgg, 


$1 市 场 对 策 


这 里 研究 的 是 一 种 理想 的 市 场 .假定 市 场 里 没有 生产 活动 ,而 
FUB n 个 商人 从 事 相 互 之 间 的 交易 ,目的 是 希望 通过 交易 获得 自 
己 最 需要 的 高 品 。 
AN 表示 个 商人 的 集合 。 假定 市 场 上 共有 m 种 商品 Ci, 
CC, ED TA DUC] TRI BY CHIC RT E — m 维 商 品 从 向 
HE r= (tt ED RRR A P x 表示 所 拥有 的 商品 Ci 的 数 
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量 。 商 品 共 向 量 容许 的 取 值 范 围 称 为 商品 空间 , 记 为 G. 在 大 多 数 
情况 下 ,可 取 G 为 R3 , 即 各 分 量 均 非 负 的 m 维 向 量 之 全 体 。 这 也 
是 这 里 所 采取 的 作法 。 

在 开始 商品 交易 之 前 ,各 商人 i 都 有 一 个 初始 存货 量 initial 
endowments)a' € G. n PRE HR EH EAk (a'li ENA A. 

最 后 还 有 一 组 效用 函数 , 口 = {u| EN) EP us BELEG 
上 的 实 旺 数 , 用 以 表示 商人 i 对 其 所 拥 商 品 从 的 满意 程度 。 在 我 们 
的 论述 中 ,始终 假定 各 uw; 是 凹 的 连续 函数 。 

我 们 所 研究 的 市 场 由 上 面 所 述 的 四 部 分 组 成 ,有 时 也 用 四 元 
组 (LN,G,4,U) 来 表示 。 

例 1 三 位 工人 举办 一 次 早餐 咖啡 茶座 ， PI NE m=4 种 商品 
COME AS . 糖 和 和 牛奶) 。 第 一 位 工人 带 了 两 杯 咖啡 ,但 喜欢 喝 放生 奶 
的 茶 :第 二 位 带 了 一 杯 茶 ,但 喜欢 喝 放 糖 的 咖啡 ;第 三 位 带 了 两 份 
ERAAI ,但 襄 欢 喝 既 放 和 牛奶 又 放 糖 的 咖 罪 .可 将 三 人 的 初始 
存货 量 表示 为 

a' = (2,0,0,0) 
= (0,1,0,0) 
= (0,0,2,2) 
效用 函数 可 表示 为 
ulz) = min{z,,2,} 
u,(r)- min {z ,Xa} 
ulr) = MIN {E +35} 
其 中 wx) 可 看 作 当 各 成 份 的 数量 由 向 量 x 来 表示 时 ,第 i 位 工人 
可 为 自己 配制 的 饮料 杯 数 。 

例 2 考 虚 2 个 商人 ,每 人 拥有 一 只 手套 一 一 或 左手 的 或 右 
手 的 .商人 之 间 可 以 互相 买卖 手套 , 且 已 知 每 双手 套 对 任何 人 都 值 
一 元 钱 ,而 未 配 成 双 的 单 只 手套 价值 为 0。 

记 R(CL) 为 拥有 右 ( 左 手套 的 那些 商人 之 全 体 ,那么 初始 存 


货 量 可 表示 为 
人 110)， iEL 
| K0,D. ER 
而 效用 函数 对 于 各 商人 都 是 相同 的 ,可 表示 为 
u;(r) = min {tist} 
48 1 和 例 2 有 一 个 重要 的 差别 ,这 就 是 ,在 例 2 中 有 货币 存 
在 ,各 商人 都 可 用 货币 来 衡量 他 们 的 效用 ,属于 效用 可 转移 的 情 
形 ,而 在 例 1 中 却 未 必 有 这 样 的 货币 (或 其 它 交换 媒介 ), 因 而 各 商 
人 之 间 也 就 未 必 能 用 相同 的 尺度 来 衡量 他 们 的 效用 ,这 属于 效用 
不 可 转移 的 情形 .下面 着 重 讨论 前 一 种 情况 ,对 后 一 种 只 作 人 简单 的 
介绍 。 
1.1 效用 可 转移 的 情形 
假定 市 场 里 存在 第 m+1 种 商品 货币 , 且 各 商人 都 以 这 
种 货币 来 度量 他 们 的 效用 ,在 这 种 情况 下 ,第 ; 个 商人 对 商品 从 x 
Alot Th E WAHE 


u;(2,€) = ur) 十 有 

这 里 虽然 要 求 >20, HI E 却 没 有 这 个 要 求 , 即 允 许 商 人 出 现货 
币 透支 的 情况 ,不 失 普 遍 性 ,假定 各 商人 在 交易 开始 之 前 的 货币 拥 
有 最 均 为 零 。 

假定 联盟 SCN 里 的 各 成 员 决 定 以 任何 可 能 的 方式 相互 交 
B. 852, TRE a > 0， 2,7 = 24" DF = 0 的 商品 从 向 
E r MEDRAR? WA 总 可 通过 商品 交换 和 货 币 转移 来 达 
到 。 经 此 交易 后 联盟 5 的 总 效用 变 为 

DE) = 2,400 + 25 = = 2) 


HG 中 的 一 CARR anm € SY S. RE. 如 果 一 ^ S-ECE E 


> r = sa 
ies red 
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— — — —Ó—— M MÀ —— M € c0 


则 称 之 为 可 行 的 。 为 作出 一 个 对 策 , 令 vOO =0, MS FESR 
ASEN 
vGS) = max 2 ju) , 


其 中 max 对 所 有 的 S- 可 行 配置 a^ SEAR. FEAT AY LA AI ERE 
表示 的 对 策 CN,v) 就 称 为 市 场 对 策 ( 有 时 为 说 明 其 来 源 ,也 称 之 为 
d ER TH Si AE BRAY XS R). 

SS 6 rii ARCET A AT ACE es es EA OE 
策 可 简单 地 表示 为 


v(S) = |S|u{ SJa’/|S|) (10. 1. 1) 
res 
CEJ M c FH eg CA) PUT REER.) 
例 3 在 例 2 中 ， 


v($) = min(|S N RI IS N LI} 
im LL |<|R| WA BIEN RHR COGOR rs ICL 
Bf.ro— 1:34 (ERAN. zi 0CG[ibSET BUR REFE 
一 元 ,其 他 商人 得 0)。 如 果 j] 工 | ==1Ri, 则 核心 就 由 一 切 形 如 
p icL 
xz; = . OKEI 
1— 5. (€ R 
的 向 量 x AX. UDRILIT |R|, 则 情况 与 第 一 种 完全 对 称 。 
定理 10. 1.1 如 果 "是 市 场 对策 , 则 Cu) 汉人 
iE RRES ”是 均衡 的 (定理 6.5.1 5x 6.5. 0, AE (BB, 
BEN 上 的 一 个 极 小 均衡 类 , 权 同 量 为 (yy ，…，y). 对 于 
每 一 SCN, 设 z=={z;1iE5} 是 满足 
v(S) = D ulzi) 
H $- 可 行 配 置 ; 根 据 u 的 连续 性 ,这样 的 5- 配 置 是 存在 的 。 
对 于 每 一 ?EN 定义 
zw >) yu, 


&ri€B, 
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那么 ru, H 


2-212 rrn = M» 


IEN k: Ami (EB 

= (dele = DE le 
hel EB IEN A'i€B, 

= Se 


所 以 {z'|iEN} 是 一 N- BY £r Be. FRYE HEB) x’ xui N 
DHEA wi BITE SÉ 


l 
Sipu = Dye D> ulh) 
i=} =l iE 
= 之 ) Dy melee) X 2 uz) < v(N) 
i€N 


IEN iC B, 
FEEL o BHAR. EHE. 
核心 的 非 空 性 只 是 市 场 对 策 的 必要 条 件 , 并 不 能 完全 刻 划 市 
场 对 策 。 为 做 到 后 面 这 一 点 ,可 引入 直接 市 场 (direct market) 的 概 


直接 市 场 是 一 种 特殊 的 市 场 P mn, E a sei R 中 的 
第 i 个 单位 向 量 )、 各 zw 都 相同 ,而且 这 个 公共 的 :除了 满足 通常 
要 求 的 凹 和 连续 之 外 ,还 满足 正 齐 次 性 , 即 对 一 切 a220, ular) — 
exe(z)。 因 此 对 于 这 种 市 场 , 它 所 生成 的 市 场 对 策 可 简单 地 表示 为 
《根据 (10. 1. 1)) 
vCS) = |S |«C? 7| S |) = ulet) l 

定理 10.1.2 对 策 v 是 市 场 对 策 当 有 旦 仅 当 它 是 完全 均衡 的 。 

证 明 设 v 是 市 场 对 策 ,。 对 于 任 一 联盟 5S, 如 在 原市 场 中 除去 
N—S 的 所 有 成 员 , 则 所 得 市 场 产生 的 对 策 即 为 子 对 策 wv1s. 因此 ， 
v|s 是 市 场 对 策 。 根据 定理 10.1. 1, 其 核心 非 空 。 这 就 证 明了 的 
每 个 子 对 策 都 是 均衡 的 。 
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反 过 来 , 设 v 是 完全 均衡 对 策 。 为 证 明 "是 市 场 对 策 , 先 从 
出 发 作 一 个 直接 市 场 ,其 效用 活 数 定义 为 : 
u(x) = max{ Dy GvG) |S) BOs Spe = x] 


(u(x) 的 定义 与 (7. 2. 190 AF za(z) 显 然 一 样 ,唯一 的 区 别 是 w 定义 
在 Ri 上 ,而 ws 定义 在 RI 的 单位 方 体 Q"” 上,) 显 然 , 对 于 XE RV 
(Tt) 是 有 限 的 。 根据 线 性 规划 的 对 偶 定 理 ,x(z) 还 可 表示 为 
u(x) = min((z,z)|(z,€) 2 v(S). SC N} 
其 中 (zz 表示 >z Gre HAA, MM 2.ewzizi- HE ED u 满足 
SE LPT BOR ESE TE EMER HE. HF v 是 完全 均衡 的 ,w 
还 满足 
ule?) = v(S), SCN 

但 这 正好 表明 由 上 述 直 接 市 场 产生 的 对 策 就 是 vv 本身。 因此 ,是 
市 场 对 策 。 

在 对 市 场 对 策 作 进一步 研究 之 前 ,我 们 先 对 市 场 本 身 作 一 点 

恨 定 市 场 上 有 一 组 价格 , 即 对 于 每 一 种 商品 C;, 都 有 一 个 价 t 
K 户 ( 可 能 是 负 的 ?用 以 衡量 该 商品 的 货币 价值 。( 这 里 陷 含 地 假 
定货 币 的 价格 为 1。) 面 对 这 些 价格 ,商人 i 就 会 寻求 商品 和 货币 的 
一 种 配置 (zi,f') 使 其 效用 

u, (ai E) = ur) H E 
在 预算 约束 . 
(prox) + Ê= (p,a) (10. 1. 2) 

之 下 达到 最 大 ,这 里 p= (po ,pm) 是 价格 向 量 。 预算 约束 指 的 是 
诸 商人 最 终 得 到 的 商品 和 货币 的 总 价值 应 与 其 初始 存货 的 价值 相 
同 。 

一 般 说 来 ,如 果 每 个 商人 i 都 独立 地 按照 上 述 的 效用 最 大 化 


为 原则 来 选取 其 最 终 的 商品 与 货币 的 组 合 (z ,60 ,那么 市 场 上 往 
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往 会 出 现 一 些 商 品 供 大 于 求 ,而 另 有 一 些 商品 供不应求 的 情况 。 但 
假若 有 这 样 一 个 价格 向 量 户 ,使 市 场 上 各 种 商品 (包括 货币 ?都 同 
时 达到 供求 平衡 , 即 
2 H DF =0 

FBS RY Ap gh Fe EJ ME (competitive equilibium) , # ^ 
为 均 街 价格 。 

如 将 预算 约束 (10. LDE Y E= (psa' 一 x ), 则 可 把 商人 i 
的 最 大 化 问题 叙述 为 :给 定 PER" Rr EGE 

ux) + pa’ — x!) 
达到 最 大 , 即 
ux) — Gia) 

"达到 最 大 。 注意 最 后 的 表达 式 表示 商品 从 a 对 商人 i 的 效用 减 去 
以 价格 p 获得 x! 所 需 的 费用 , 即 商人 ; 通过 交易 获得 的 “利润 "。 

于 是 ,我 们 定义 市 场 的 竞争 解 为 这 样 一 个 有 序 个 Cp ,2*), 其 
F p OT Ee” = {zjiEN} 是 一 NN- 可 行 配 置 ,满足 (LEN) 

ulz) — ipag) = max [w(x') — (p,r 5] (10.1.3) 


即 每 个 商人 都 使 交易 利润 达到 最 大 。 令 E= (p,a' 一 2')， 则 之 ,4 一 


(p, dai — 242) 0. BEA, Co 238 A RON FL 8 PARTE 
35. 
定理 10.1.3 REBAR u 都 是 连续 可 微 的 也 函数， 则 
所 论 市 场 有 竞争 解 。 
证 显然 ,存在 一 个 可 行 的 N- 配 置 z= {zi'|iEN} 使 
Dance) = mex { iu, (212,2 = » we G} 
Pena B SEE C 
Liz, a7, p) = DuC’) — (b> Da — 2,0 
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$8 ER DA Se FER p", 使 得 对 于 每 一 i 和 每 一 j, 偏 
导数 


aj ae A 
E r= 处 的 值 均 为 0. 但 由 z MIE. RRS TON 8 iG 
二 的 函数 
L(G)-uG)-— (Ga) 
dp az 处 达到 最 大 值 。 因 此 ,(p",z") 是 竞争 解 。 
定理 10.1. 3 的 条 件 可 以 大 幅度 减弱 ,因而 在 相当 一 般 的 条 件 
下 仍 能 保证 竞争 的 存在 性 。 访 者 可 参阅 [5], 以 获得 更 一 般 情 况 的 
证 明 及 有 关 的 参考 文献 。 | 
例 4 考虑 例 2 中 LI 二 |RI 的 情形 (请 读者 自己 考虑 IL| 之 |， 
R| 的 情形 )。 虽 然 这 时 的 效用 函数 不 可 微 ,但 竞争 解 仍然 存在 。 实 
际 上 ,p 二 《1,0) 是 唯一 的 均衡 价格 向 量 。 如 要求 出 相应 的 可 行 配 
E 2” AYER RCR IRI =| ,再 令 
(0,0), iEL 
Z = {as iER, 
(1,0), iC R—R, 
WU) ER St 
u(x) — (psx) = minizx,2:)— 0x0 
在 r—2 处 取 值 为 0。 因此,(p,z*) 是 竞争 解 ， 
回 到 前 面 的 市 场 对 策 , 定 义 ( 局 中 人 的 ) 竞 争 支付 ,为 这 样 一 个 
向 量 e= (ay ns) 
a; = u;(z) — ipl — a) 
其 中 (p,z") 是 市 场 的 一 个 竞争 解 。 这 里 ,a, 可 解释 为 商品 从 > 对 
WA i 的 效用 与 他 在 竞争 解 中 获得 的 货币 后 = 《psa 一 z ZUR. 
定理 10.1.4 市 场 对 策 的 任 一 竞争 支付 都 在 核心 中 。 
证 设 (p,zx*) 是 市 场 的 竞争 解 。 那 么 ,对 于 任何 N- 可 行 配置 


m= {2 iE NSURICN, A 
a; = ur) + Gua! — zi) Z2 us) + (psa! — x) 
两 边关 于 i CN 作 和 ,并 注意 到 了 a’ = Sy = Sua 
i€EN ‘EN EN 


b» = ale) 之 Sux) 
i€ N iEN rE MN 
由 于 这 对 任 一 可 行 N- 配 置 都 成 立 , 故 
a(N)= max{ Dui(z) | Dr = Saa! € G} 
IEN IEN ie N 
= v(N) . 
现 假定 y —iyli€sHE— S- 可 行 配置 合 "Go gy QD. 
BA Vics, 
a, = wlz) — (pz — a Z2 uy) — (psy — a’) 
于 是 
a(S) Duly) — i. DY — Dya') 
iS res ‘eS 
= Duly) = ofS). 
这 就 证 明了 ECW, 
一 般 说 来 ,市 场 对 策 的 核心 中 除 竞 争 支 付 之 外 还 有 其 它 支 付 。 
但 大 量 的 研究 表明 ,当局 中 人 数 “ 变 得 越 来 越 多 ”时 ,核心 也 就 “ 逐 
渐 收 缩 * 成 为 竞争 支付 的 集合 (参阅 [9])。 
下 面 介 绍 两 种 特殊 的 市 场 对 策 , 即 Oweno5 的 线性 生产 对 策 
和 Kalai gA Pa £& it Ht FE 
线性 生产 对 策 设 和 N=={1,2,…,n} 是 局 中 人 集合 。 假定 每 个 
局 中 人 都 拥有 一 定数 量 的 商品 Ci Co cu. 具体 而 言 ,局 中 人 - 
拥有 bi PEAY Cy ,8 个 单位 的 Ci,… ,6 个 单位 的 Cu. 这 些 商 品 
本 身 没有 价值 ,但 可 用 来 生产 产品 上 Goe G 在 市 场 上 出 售 , 售 
价 分 别 为 pispo sp. 还 假定 生产 过 程 是 线性 的 ;每 生产 一 个 单 
位 的 Gi 需要 ty 个 单位 的 Ci ;qz 个 单位 的 C, et ;tw 个 单位 的 Cus 
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如 果 联 盟 S 中 的 各 成 员 决定 合作 起 来 ,将 其 资源 售 在 一 起 进 
行 联合 生产 ,那么 该 手 盟 所 面临 的 问题 就 是 在 其 资源 限制 之 下 决 
定 各 产品 的 生产 规模 ,以 从 产品 中 获得 最 大 利润 。 换 言 之 ,联盟 S 
面临 着 如 下 一 个 线性 规划 问题 ， | 


* 
max > (Prti 
i=l 


d 
s.t. laur b. k-l.um (10. 1. 4) 
f=} i€s 


x20, l=], S i 
该 问题 的 最 优 信 和 显然 有 限 , 记 为 v(S)。 如 果 对 所 有 的 联盟 S EH 
出 vC ,我 们 就 得 到 一 个 对 策 CN vw). 

一 般 说 来 ,” 个 生产 者 全 部 联合 起 来 进行 生产 比分 开 生产 要 
获得 更 多 的 利润 .但 生产 者 (局 中 人 ) 联 合 之 后 将 面临 着 两 个 问题 ， 
一 是 如 何 按 排 他 们 的 生产 使 所 获 利 润 达 到 最 大 可 通过 求解 线性 规 
Xj (10.1. OCS=N 的 情形 ) 来 解决 ;一 是 如 何 将 联合 后 获得 的 总 
利润 分 配给 各 生产 者 ,使 得 各 厂家 对 其 所 得 的 份额 都 没有 异议 ;从 
而 不 致 提出 退出 联盟 的 训 求 ,这 是 一 个 对 策 问题 ,应 通过 上 述 对 策 
CN ,v) 加 以 解决 。 


可 将 (10. 1. 4) 改 写成 如 下 的 向 量 形式 
vCGS)-—max (p,x) | 


s. t. Ax'sb5C6S) 
x20 


(10, 1, 5) 


其 中 
P= (pis p, 之 一 Criata T,) 


B= bar bmn)’, WS) = Db 
ies 


396 


由 线性 规划 的 对 侦 定 理 ， 
l vGS) — min y6CS) | 


s.t. yASph — 2. 00.1.6 
ymo } 
将 CLO. 1. 5) 改 写成 (10.1. 6) 的 好 处 是 (10. 1. 6) 的 可 行 集 不 随 5 
Rit. Kala’, a 是 该 凸 集 的 所 有 极点 。 由 于 线性 规划 的 最 优 
解 总 可 在 极点 达到 , 故 | | 
v(S) = min(a'bCS) |i = 1,2,° st} (10, 1. 7) 
出 此 马上 可 以 看 出 "是 一 个 市 场 对 策 , 相 应 市 场 各 商人 的 效用 函 
数 均 为 | 
u(x) = min{a’z|i = 1.2.7.4) 
商人 i 的 初始 存货 量 为 4. 因此 ,线性 生产 对 策 是 一 种 特殊 的 市 场 
对 策 。 特 别 地 ,wv 的 核心 一 定 非 空 。 
亦 可 直接 求 出 核心 中 的 一 点 而 不 必 先 计算 出 对 策 v. 实际 上 ， 
设 y* 是 (10.1.6) 对 应 于 S=NN 的 最 优 解 , 则 
y' b(N) = v(N) | 
而 对 每 一 SCN,y OCS) (12.1. OB H fran EXE dC n] 6 8 E 89 
一 个 值 , 所 以 
y' OCS) È oS) 
这 表明 (六 及 ,六 正六 多 ) 是 核心 中 的 一 元 。 
o MAHIR ”考虑 一 个 有 向 网 络 G, 其 顶点 集 和 弧 集 分 别 为 
M (vivos os PHIL faysazse sar). Kv, Mv, 分 别 为 该 网 络 
的 起 点 和 终点 ;定义 在 工 上 的 容量 函数 为 c. 假定 G 的 每 条 弧 a, 都 
被 唯一 的 一 个 局 中 人 p, 控制 着 (但 允许 一 人 控制 多 条 弧 }。 
现在 G 上 定义 一 个 对 策 v. 对 于 每 一 联盟 5, 记 G 为 从 G 中 
得 来 的 一 个 网 络 ,其 中 G 的 所 有 顶点 都 保留 着 ,而 弧 中 只 有 那些 
被 5 中 各 成 员 控制 着 的 才 保留 下 来 .显然 ,G=G". zg X USAC 
中 从 起 点 到 终点 的 最 大 流量 。 
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可 以 将 G 看 成 是 一 个 铁路 网 络 ,局 中 人 则 视 为 控制 着 一 些 铁 ， 
路 干线 的 公司 .为 了 使 整个 铁路 系统 高 效率 地 运行 ,一 般 需 要 各 公 
司 联合 起 来 ,将 所 有 的 铁路 干线 投入 运行 。 这 里 同样 遇 到 两 个 问 
题 ,一 是 如 何 按 排 运输 使 得 运 量 最 大 ,可 以 用 图 论 中 熟知 的 算法 来 
a e eee ae Y 司 ,这 是 
一 个 对 策 问 题 。 
类 似 于 线性 生产 对 策 的 情形 ,可 以 直接 找 出 核心 C(o) 中 的 一 
个 元 素 , 而 不 必 事 先 计 算出 特征 函数 v. ARAB CH RDA 
集 , 根 据 Ford 和 Fulkerson 的 最 大 流 -最 小 割 集 定理 ,有 . 
v(N) = 3 (10. 1. 8) 


4;,€ À 


对 于 jEN, 令 zx) 是 Ap | RHSHUNARZSA CUR A 中 
A —3d E ds fib Y a; — 0) ,那么 可 以 断言 z= Cry 2 E 
Civ). 为 验证 这 一 点 , 先 注意 到 由 (10.1. 80 zOND v (ND, K 
次 ,对 于 任 一 联盟 $ ,考虑 A 中 属于 Co 的 那些 弧 的 集合 A5. 显然， 
AEG 的 一 个 割 集 ,其 容量 (总 和 ) 不 小 于 G5 最 小 割 集 的 容量 ， 
而 后 者 正好 是 Gs 的 最 大 流量 (最 大 流 一 最 小 割 集 定 理 )v(S). 因 
此 ,x065) 二 45 MBBS CS) ,这 就 证 明了 2 € Cle). 

LBA x 可 作为 给 各 公司 的 一 种 分 配方 案 。 对 于 这 种 方案 ， 
任何 联盟 都 不 会 认为 自己 能 经 营 得 更 好 而 使 其 诸 成 员 受 益 更 多 ， 
因为 + 是 核心 中 的 分 配 。 然 而 ,在 这 种 分 配 中 ,可 能 有 这 样 的 情 
况 ; 某 公司 的 一 些 干线 虽然 得 到 使 用 ,但 他 却 不 分 得 任何 利润 ( 即 
zi 一 0), 这 显然 是 不 合理 的 。 要 弥补 这 一 缺陷 ,我 们 必须 选择 核心 
里 的 其 它 分 配 , 或 采用 合作 对 策 其 它 解 的 概念 ,如 Shapley 值 、 核 
子 等 。 不 过 在 这 种 情况 下 ,往往 必须 在 事前 完整 地 计算 出 特征 函 
数 。 

1.2 效用 不 可 转移 的 情形 

现在 考虑 更 加 一 般 的 情形 , 即 不 再 假定 市 场 上 存在 诸 商 人 用 
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以 衡量 其 商品 价值 的 统一 货币 (如 国际 贸易 中 经 常 出 现 的 情形 ) 。 
这 时 已 无 法 用 普通 的 对 策 来 描述 市 场 ,而 应 该 用 更 一 般 的 NTU 
对 策 。 : 

根据 所 给 的 市 场 ,定义 NTU 对 策 CN VWF: 

V(S) = la € R*| 存在 x EG,iE€ $.2 0 = 2,7 
使 得 a Sular), € S) 
容易 验证 这 样 定义 的 Y 满足 NTU 对 策 定义 中 的 四 个 条 件 。 此 外， 
由 效用 范 数 的 凹 性 还 可 看 到 Y(CS) 是 凸 的 。 
我 们 把 能 以 这 种 方式 表示 的 NTU 对 策 叫 作 NTU 市 场 对 策 。 
例 5 对 于 例 1 中 的 市 场 , 有 
V(123) = conv{1,2,.03,€1,1.1).€0,0.2)} — R}. 
V(13) = {(a,,a,,a,)|a, xz 0,a, < 2) 
而 对 于 其 它 联盟 S 
VCS) = {Caa ala; X 0.44 € S) 
事实 上 ,对 于 N= (1.2.3), ZE o=(1,2,0),8=C.1,D AY 
= (0,0,20 4: Ht DY F SE FR an eS 

x) = (0,1,0,1), 2° = (2,0,2,0), zx? = (0,0,0,1) 

y = (0.15051), y? = (,0,1,0,. y= (1,0,1,1) 

z! = (0,0,0,0), z? = (0,0,0,0), z°= (2,1,2,2) 

而 凸 包 中 的 支付 向 其 对 应 于 rsy ,> aie SA. 

类 似 于 定理 10. 1. 1, 可 以 证 明 NTU 市 场 对 策 一 定 是 均衡 的 。 
于 是 由 第 十 章 的 Scarf 定理 ,其 核心 一 定 非 空 。 

与 市 场 对 策 的 核心 相对 应 ,我 们 定义 市 场 本 身 的 核心 为 这 样 
一 种 N- 可 行 配置 的 全 体 ,对 于 这 种 配置 ,任何 一 部 分 商人 都 无 法 
通过 把 交易 局 限于 他 们 内 部 的 办 法 来 使 他 们 每 个 人 都 获得 比 现 有 
配置 更 好 的 结果 。 如 果 a 二 Ca,… ,a) 层 于 市 场 对 策 的 核心 , 则 满 
E oo Sue 2) ,iEN 的 入 -可 行 配置 x 二 {z'|iEN} 在 市 场 的 核心 
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当中 。 反 过 来 ,如 果 x 是 市 场 核心 中 的 一 元 , 则 a; qamu lr) SE fA 
属于 相应 NTU 市 场 对 策 的 核心 。 因 此 ,市 场 的 核心 与 相应 NTU 
市 场 对 筑 的 核心 是 两 个 互相 等 价 的 概念 .特别 地 ,从 后 者 的 非 空 性 
可 推出 市 场 的 核心 是 非 空 的 。 

下 面 来 看 一 种 特殊 
NTU 市 场 ( 对 策 ) 的 核心 
如 何在 二 维 平面 上 形象 地 
表示 出 来 。 假 定 所 论 市 场 
只 有 两 个 商人 (分 别 记 为 
A At BD AP ep ha in CK 
米 和 钢材 ), 而 和 A 和 8 的 
初始 存货 量 分 别 为 (a,0) 
和 (0,58), 即 交易 开始 之 前 4 的 大 米 据 有 量 
4 拥有 se 个 单位 的 大 米 ， miol 商人 A 的 等 效用 曲线 
B HE b TAMRE. i 

首先 ,在 图 上 画 出 商人 4 的 一 组 等 效用 曲线 , 即 图 10. 1.1。 从 
图 上 看 ,交易 在 XX' 的 任意 一 点 上 做 成 ,商人 4 的 效用 值 都 是 一 
样 的 ,并 且 小 于 曲线 YY’ 上 任 一 点 的 效用 值 。 所 以 ,4 会 尽量 使 效 
用 点 向 右上 方 移动 。 由 于 ww 的 凹 性 ,等 效用 曲线 都 是 向 于 弯曲 的 。 

其 次 ,商人 B 的 效用 曲线 也 可 以 几 类 似 的 图 形 家 示 , 只 是 应 
注意 到 ,商人 4 的 存货 量 为 (rx,y) 时 ;商人 B 的 存货 量 就 应 该 是 (a 
一 zz, 一 y)。 现 把 去 的 效用 曲线 画 出 来 转 180", 然 后 迭 加 到 4 的 图 
上 ,并 使 A 图 上 的 点 (e,0 的 位 置 与 召 图 上 的 原点 一 致 ,这 样 就 把 
两 个 商人 各 自 的 等 效用 曲线 都 画 在 一 张 图 上 了 。 这 样 得 到 的 图 称 
为 Edgeworth FHER, BEER] 10. 1. 2, 7 3E 1€ a BHO. 

显然 ;商人 A 只 会 考虑 在 线段 ED 右上 方 的 某 个 点 上 成 
交 , 这 是 因为 共有 在 这 些 点 上 他 从 交易 中 得 到 的 效用 才 不 会 小 于 
ta*0), 即 不 小 于 他 什么 买卖 都 不 做 时 的 效用 。 同样 的 道理 ,B 也 
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4 的 钢材 拥有 最 


图 10.1.2. Edgeworth 方 框图 


只 会 考 虚 在 效用 值 等 于 ws40,5) 的 线段 EF 左下 方 的 某 个 点 上 成 
交 。 此 外 ,如 果 A 与 台 的 交易 在 某 点 司 上 作成 了 ,那么 4 的 等 效 
用 曲线 在 PP 点 上 的 切线 肯定 平行 怠 的 等 效用 曲线 在 这 点 上 的 切 
线 。 因 为 假如 这 两 条 切线 不 平行 ;比如 交易 在 4 点 作成 , 则 两 位 商 
人 就 可 以 找 出 另外 一 点 B, 在 这 点 上 两 个 人 的 效用 值 都 将 大 于 在 
4 点 上 的 效用 值 ， 

因此 ,交易 的 结果 会 落 在 线段 EDS EF 之 间 的 一 条 曲线 
QQ' 上 ,这 条 曲线 上 的 点 具有 这 样 的 性 质 :两 条 等 效用 曲线 的 切线 
是 平行 的 。 我 们 称 这 样 的 曲线 为 成 交 曲 线 (contraet curve), PIE 
看 出 , 它 就 是 这 个 市 场 的 核心 。 

回 到 一 般 的 市 场 。 假 定 市 场 上 有 一 个 价格 向 量 p= (pi, pi， 
"tb ,其 中 p; 表示 商品 C; 的 价格 。 这 并 不 意味 着 市 场 上 存在 货 
币 ;价格 向 量 只 是 代表 着 商品 相互 交换 时 的 教 基 比 。 面 对 这 组 价 
格 , 商 人 * 将 寻求 这 样 一 个 商品 从 过 使 其 效用 (xz) 在 其 预算 约 
RS GOua ? FERRARA, BN 

l u;(2') =max w(x') (10.1.9) 
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s.t. (pyr!) < (p.a) (10. 1. 10) 
注意 这 里 由 于 市 场 上 没有 货币 ,不 能 要 求 (10. 1. 10) 成 立 等 号 。 

二 元 偶 (z,x) 称 为 市 场 的 竞争 解 ,如 果 p 是 价格 向 量 ,zx* 二 
{xz |i€EN}) 是 一 个 N- 可 行 配置 , 且 z^ (10.1.9) — (10. 1. 10088. 
解 。 这 里 RU 称 为 竞争 配置 ,相应 的 支付 a: a 二 wi(z' HRA HR 
fit. 

在 Edgeworth 方 框图 中 , 3 4e fie BO Ye il £x; IE 68 — 658 
p ,过 该 点 的 两 条 等 效用 曲线 (分 别 对 应 于 商人 4 和 8) 的 公共 切 
线 刚好 通过 代表 初始 存货 的 已 点 ,而 该 切线 的 斜率 正好 代表 着 均 
衡 价 格 。 

关于 竞争 解 的 存在 性 ,有 如 下 较为 一 般 的 定理 5 。 

定理 10.1.5 假定 各 商人 的 效用 函数 u 关于 每 个 变量 都 单 
谓 递 增 , 则 市 场 存 在 竞争 解 。 

类 似 于 定理 10. 1.4, 我 们 有 

定理 10. 1.6 对 于 一 个 给 定 市 场 及 其 相应 的 NTU 市场 对 策 
V ,竞争 支付 一 定 在 核心 COP CARY a 竞争 配置 一 定 在 市 场 的 
核心 当中 ) 。 

证 设 (p,z*) 是 竞争 解 ,相应 的 竞争 支付 为 a, 我 们 证 明 a€ 
CW). MAE BEV(S) EBM —9)i€ S.H Ba. 根据 VC5) 
的 定义 ,存在 一 个 S$- 可 行 配置 (n FES) ,满足 

ule) = a L 8 Sua), ics 
BU: 1. 9,z/G€S)—5sEXER PILAE h, BI 
tpz) oa), ES 
At ES 求 和 ,得 
(ps 9m) (ps 24 
ies 
H4 = 24 矛盾 。 因 此 ,eaECCV)。 
与 定理 10. 1. 2 不 同 ， 这 里 我 们 不 能 用 (完全 ) 均 衡 性 来 刻 划 
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NTU 市 场 对 策 。 实 际 上 ,如 何 刻 划 NTU 市 场 对 策 是 对 策 论 中 一 
个 尚未 解决 的 难题 ;读者 可 参阅 ,以 了 解 这 方面 的 进展 ， 


§2 不 可 分 商品 的 一 个 模型 


上 一 节 我 们 息 定 商品 空间 为 G— RT ,这 意味 着 商品 是 无 限 可 
分 的 。 但 在 实际 市 场 里 ,常常 会 遇 到 不 可 分 商品 ,如 飞机 、 轿 车 、 房 
子 等 。 对 于 这 种 商品 的 交易 问题 ,现在 已 有 较 统 一 的 模型 来 处 理 
{ 见 [24] 或 [8]》。 本 节 仅 考虑 一 种 特殊 的 情形 。 

假定 及 个 商人 ,每 个 人 进入 市 场 出 售 一 种 不 可 分 的 货物 (如 
房子 ) 。 这 些 货 物 可 以 在 商人 之 间 自 由 转让 ,但 每 个 商人 所 需 货物 
绝 不 多 于 一 种 。 市 场 上 没有 货币 或 其 它 交换 媒介 ;市 场 活动 的 唯一 
结果 是 根据 各 商人 对 带 入 市 场 的 ”种 货物 的 偏爱 情况 使 这 些 货物 ， 
的 所 有 权重 新 分 配 。 这 种 n 种 货物 的 重新 分 配 称 为 一 个 配置 。 一 
个 配置 称 为 核心 配置 ,如 果 不 存在 少 于 ”个 商人 的 联盟 S ,使 得 对 
FS 中 的 商人 ,还 有 可 能 按照 比 给 定 的 配置 对 每 个 人 有 更 好 的 方 
式 在 他 们 之 中 进行 交易 ， 

为 了 用 对 策 论 研究 这 个 问题 ,我 们 用 一 个 方 阵 ( 称 为 偏好 算 
阵 )4 二 (ajj) 来 表示 各 商人 的 偏好 情况 ,其 中 a 之 a 表示 在 商人 i 
看 来 ,货物 j 比 大 好 ,而 a 二 as 表 示 商 人 i 觉得 7 和 万 没有 区 别 。 
由 于 每 个 商人 只 需 一 种 货物 ,我 们 假定 ,对 于 每 个 商人 来 说 ,拥有 
货物 比 不 拥有 货物 总 是 要 好 ,而 拥有 多 种 货物 仅 与 拥有 其 中 最 好 
的 那 一 种 一 样 好 。 作 了 这 样 的 假定 之 后 ,可 以 把 矩阵 4 的 每 一 行 
看 成 是 对 应 商人 的 效用 函数 :对 于 货物 的 任 一 集合 S,i 对 它 的 效 
用 为 maxda. 

货物 的 一 个 配置 可 以 用 一 个 0-1 矩阵 P= Co, 03 OR CB 
ps 二 1 当 且 仅 当 交易 结束 时 商人 i 拥有 货物 j. 就 我 们 所 感 兴趣 的 
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情况 而 言 ,P 是 一 个 置换 矩阵 , 即 它 的 行 和 列 和 都 是 1。 在 一 般 情 
况 下 ,我 们 只 要 求 了 的 列 和 为 1。 

仍 用 入 ={1,2,…,n} 表 示 商 人 的 集合 。 对 于 任 一 联盟 SCN， 
将 5S 中 各 成 员 相互 交易 的 结果 称 为 -配置 ， 类 似 地 ,5- 配 置 可 以 
用 一 个 nXn 的 0-1 和 矩阵 Ps 来 表示 、 显 然 ,Ps 中 指标 位 于 5 的 那 
些 列 ,其 列 和 均 为 1, 对 于 指标 位 于 N-5S 的 那些 行 和 列 ,我 们 约定 
其 元 素 全 为 0。 如果 一 个 $- 配 置 的 行 和 列 和 都 不 超过 1, 则 称 之 为 
S- 苟 换 , 容 易 看 出 ,对 于 一 个 不 是 5S- 置换 的 5- 配合 (相当 于 S HE 
大 拥有 一 种 以 上 的 此 物 ) ,一 定 存在 一 个 5S- 置换 ,使 得 S 中 每 个 商 
人 都 认为 后 者 至 少 有 前 者 那样 好 ,而 且 其 中 至 少 有 一 个 人 认为 新 
的 $- 配 置 更 好 。 

每 个 S- 配 置 Ps 都 对 应 于 一 个 S$ 上 的 向 量 xs( 称 为 5S- 效 用 疝 
量 ), 其 中 (xs);GES) 表 示 商 人 i 对 所 持 货物 的 效用 。S- 置 换 对 应 
的 8- 效用 向 量 称 为 S- 置 换 效 用 向 量 。 于 是 ,对 于 每 一 个 S- 效 用 向 . 
E zs ,一定 存在 一 个 S- 置 换 效 用 向 量 x. 使 得 I. 且 asa. 

现在 根据 上 述 市 场 作 一 个 NTU 对 策 CN,V), 其 中 VCS) 是 由 
所 有 -置换 效用 向 量 生成 的 集合 , 即 

VCS) = iy € R"| 存在 一 个 S- 置换 效用 向 量 zs 使 % < 2s} 

Cy 为 y 在 RY 上 的 投影 。) 根 据 上 面 的 说 明 ,V (5) 包 含 了 所 有 的 
5S- 效 用 向 量 。 . 

不 难看 出 ,所 述 市 场 中 核心 配置 的 存在 性 与 对 策 C(N,V) 之 核 
心 CIY) 的 非 空 性 是 等 价 的 。 实 际 上 ,如果 存在 核心 配置 ,由 相应 
的 六 -效用 向 量 就 在 核心 中 。 反 之 ,假定 核心 非 空 ,比如 ECON), 
B zxEVCN) 知 道 有 一 个 N -置换 效用 向 量 y, 使 得 cy. 因为 z 不 
可 优 超 , 故 ? 也 不 可 优 超 。 因 此 ,与 y 相 对 应 的 N- 置 换 就 是 核心 配 
置 。 . | 

AEF ESOS CN VO ,将 上 CS) 写成 更 为 方便 的 形式 。 设 z 
ER EM nXn f 0-148 [& Bso) iM F: 
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1; a;2xHi€s 
0, a; «xz; Ries 
HEZ, BMR i 行 刚好 表示 商人 iti€E5) 将 哪些 货物 的 效用 
TUS BOR r MAB. 借助 于 矩阵 Bstx),V (5S) 显 然 可 以 写成 
VCS) = (ix € R"| FE S- 置换 Ps 使 Bs) 之 Ps} 

定理 10.2.1 对 策 CN,V) 的 核心 一 定 非 宝 ,从 而 所 论 市 场 的 
核心 配置 一 定 存在 。 

证 明 容易 看 出 ,特征 函数 7 满足 第 十 章 NTU 对 策 定义 中 
的 四 个 条 件 。 根 据 Scarf 定理 ,只 需 证 明 V 是 均衡 的 。 

设 多 是 均衡 类 ZE AVIS), RR (Os hse att Z8 dB) —- BMA 


X. BA, 


MES = 


By(z) = D 8sBs(x) | 
SEs 
根据 Y(S) 的 定义 ,对 每 人 SEE £8. BRET 5- 置换 Ps 使 得 Bs 


(SPs, AK 
D6sBs Gr) > D6sPs 
SER Ses 
将 右边 的 矩阵 记 为 刀 , 于 是 
Bulz) > D l (10. 2.1) 


关于 D.—-TPERBHPKACE—TPRMUES TAMAS 
LASER TAREE. SAT MAR AAS EM RE BB TA 


是 
3939.72 2 2 Ps): 
IieNSECA SES IEN 
res 
下 一 步 是 把 DD EM—T BRE Pr, EH AR D 中 的 非 


整数 元 ,同时 既 不 改变 行 和 、 列 和 与 各 元 的 非 负 性 ,也 不 改变 整数 
元 (0 RDA. 由 于 Bw《x) 各 元 只 能 在 0 和 1 中 取 值 .所 以 仍 能 
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“保证 不 等 式 (10. 2. 1) 成 立 ,于 是 最 终 可 以 得 到 BOSP 
因为 刀 中 的 非 整数 元 不 可 能 在 一 行 或 一 列 里 单独 出 现 , 所 以 
要 么 万 已 经 是 一 个 置换 矩阵 ,要 么 存在 一 个 全 由 非 整数 元 构成 的 


对 闭环 路 上 各 元 交替 地 加 上 和 减 去 一 个 固定 的 数 s, 这 显然 
保持 行 和 列 和 不 变 。 如 果 e 太 大 , 则 会 出 现 负 元 ,但 可 以 取 尽 可 能 
大 的 使 得 环 路 上 不 出 现 负 元 ,这 样 得 到 的 新 的 矩阵 D' 就 是 一 个 
双 随 机 上 罕 阵 ,而 且 它 的 非 整数 元 比 D4. WD RRB ER 
阵 , 则 重复 上 述 运 算 。 最 终 必然 得 到 一 个 转 置 矩阵 Pw 使 得 By Ca 
>Py. 因此 ,xzEVCN) ,这 就 证 明 TMV SCVN) , 即 V 是 均衡 
的 。 

例 1 设 n=3, 表 示 商 人 之 偏爱 的 偏好 矩阵 是 

0 1 0 
1 0 | 
0 1 0 
这 意味 着 第 一 和 第 三 商人 只 要 第 二 个 商人 的 货物 ,而 第 二 个 商人 
则 认为 第 一 和 第 三 高 人 的 货物 一 样 好 。 
特征 函数 可 表示 为 V(S5) 一 Y(S) 一 Ri Kr YGOm FER: 
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A= 


YO» (0, 一 ,一 ) 

YQ» (—,0,—) 

YO (—,—,0) 

¥(12): 0,1,—) 

¥(23); (—.1,1) 

¥(13): (0,—,0) 

Y(123)}:(1,1,0)Ħ (0,1,1) 
这 里 采用 简略 的 记号 ,如 ,1, 一 ) 表 示 和 集合 {(1,1,zs) |z; 任意 }。 
所 以 ,各 VCS) 都 是 有 “楼 角 ” 的 集合 ,如 图 10.2.1 所 示 。 这 个 对 策 
的 核心 形状 如 “LL”, 相 继 的 三 个 顶点 分 别 为 (1,1,0), C0,1,0) 和 
(0,1,1)。 由 此 可 以 得 到 四 个 核心 配置 ,这 就 是 将 货物 2 分 配给 商 
ALR 3, 其 余 两 种 任意 分 给 璋 下 的 两 个 商人 。 当然 ,就 本 例 而 言 ， 
这 四 个 核心 配置 亦 可 从 间 题 本 身 直 接 得 出 。 


图 10. 2.1 


一 般 地 ,Gale ”曾经 提出 一 种 直接 求 出 一 个 核心 配置 的 方 
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”法 ,这 也 就 给 出 了 核心 配置 之 存在 性 的 构造 性 证 明 。 下 面 介绍 这 种 
方法 。 

设 RCN,S Æ RH 个 非 空子 集 。 如 果 S 可 以 写成 

S = {isig yt, = fo) 

其 中 每 个 商人 i 都 认为 iii 是 R 中 最 好 的 货物 (最 好 的 货物 可 能 
不 止 一 种 ,rr 仅 是 其 中 之 一 ), 则 秘 S 为 R 的 一 个 最 惠 交 易 图 
(top trading cycle), BAR.N 的 每 一 非 空子 集 都 至 少 有 一 个 最 惠 
交易 图 ,我 们 可 以 从 R 中 任 一 商人 出 发 ,让 他 在 RR 中 选择 一 个 最 
喜爱 的 货物 ,该 货物 的 拥有 者 再 在 R 中 选择 一 个 自己 最 喜爱 的 货 
物 ,如 此 等 等 ,得 到 一 个 货物 (或 商人 ) 链 , 它 最 终 总 是 要 回 到 先前 
已 作 过 选择 的 一 个 商人 。 注 意 ,最 惠 交 易 圈 可 以 由 单个 商人 组 成 ， 
这 时 该 商人 最 喜欢 他 自己 的 货物 。 

基于 这 一 概念 , 取 5S! AN 的 任 一 最 惠 交 易 圈 ,接着 取 SH 
N-S 的 任 一 最 惠 交 易 轿 ,然后 再 取 Sy Y 一 (SUS5) 的 任 一 最 
惠 交 易 圈 ,如 此 继续 ,直到 取 尽 N 的 元 索 为 止 。 这 样 就 把 N BUS 
成 一 些 不 相交 的 集合 

es S USU- US’ 

现在 根据 每 个 交易 图 所 表示 的 交易 作 一 个 配置 , 即 如 果 SES, 
则 将 货物 o 2 Redes s. 我 们 断言 这 样 的 配置 就 是 核心 配置 。 

实际 上 , 设 s 是 任 一 联盟 SRS THE SNS EADH j. F 
是 

SCHU SH Ye US = N — (UY UST") 

设 iESNS’. 那么 i 已 在 这 个 配置 中 得 到 5S 中 最 好 的 货物 ,所 以 通 
its 内 部 的 交易 不 可 能 使 他 得 到 更 好 的 结果 . 这 表明 联盟 S 无 力 
对 现 有 配置 加 以 改进 。 因 此 ,所 论 配置 就 是 核心 配置 ， 

例 2 设 n=5, 偏 好 矩阵 为 
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] 


a 
— 


5 
5 
5 2 
2 


D 
ll 
" 
— <0 =e bh n5 


4 2 3 
这 时 {1,2,3,4,5} 有 唯一 的 最 交易 图 {1,3、,4). {2,5} 有 两 个 不 相交 
的 最 惠 交 易 图 , 即 {2} 和 {5}。 由 此 得 到 这 样 一 个 核心 配置 , 即 1 取 
货物 。 


$3 3.28 


描述 生产 相同 (或 密切 相关 ) 的 产品 的 几 家 企业 之 间 的 竞争 现 
象 ,是 经 济 理论 反复 研讨 的 一 个 问题 。 在 只 涉及 两 家 企业 的 竞争 
Bg ix REED BOUE TAERE, BT PAR AT OY A 11 35 A 
理论 .竞争 的 厂家 可 以 分 别 决定 各 自 的 产量 ,这 就 决定 了 买方 愿意 
支付 的 价格 。 可 以 把 生产 厂家 作为 一 对 策 的 局 中 人 ,利润 是 局 中 人 
- 的 支付 ,各 局 中 人 的 目标 都 是 获取 最 大 利润 ,把 这 样 的 模型 作为 合 
作 或 非 合 作对 策 来 研究 ,可 以 了 解 到 市 场 平衡 .企业 间 的 勾结 以 及 
各 种 定价 形式 的 确切 含义 。 

假定 有 个 厂家 (其 全 体 构 成 集合 .和 N) 生 产 同 一 种 产品 在 市 
场 上 出 售 .。 设 * 为 第 ;个 三 家 决定 生产 的 数量 。 再 设 上 ;是 ;的 上 
界 , 即 第 i 个 厂家 所 能 产 出 的 最 大 产量 ;了 P 是 市 场 价格 , 它 依 束 于 
市 场 上 的 产品 总 量 zi 十 zz 十 … 十 ziCi 是 i 的 成 本 函数 。 这 时 厂家 
i 的 利润 可 表示 为 | | 

$142, ,**,z,) = HPC, + t + ew dz) — Ciz 
inii] 3K i HRB RA 
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xX; = {x;|0< x xL 
就 得 到 一 个 上 人 对 策 DON. (xd s (n D 称 为 多 头 龙 断 对 策 。 
把 入 作为 一 个 非 合 作对 第 ,其 平衡 点 , 即 满足 


plr) = max Gy oe Fy Lio Tye ttt Te et = 2 
ER 


的 n ER a 一 (zy az ote ) 称 为 所 论 市 场 的 Cournot 均衡 
解 。 它 代表 着 这 样 一 种 市 场 状态 , 当 其 它 产 家 的 产量 固定 了 以 后 ， 
厂家 7 的 Cournot 均衡 产量 就 是 使 它 获得 最 大 利润 的 产量 ,而 且 
这 对 所 有 厂家 都 成 立 。 

Cournot 均衡 是 否 存 在 ? 这 是 多 头 市 场 垄 断 理论 中 的 一 个 重 
要 问题 。 针 对 这 个 问题 ,我 们 对 价格 函数 e 和 成 本 通 数 C; 作 如 下 
假定 : 

(a) 存在 实数 E> 22 满足 

i> 4axrcé if P(e) =0; 
”ii) dE[O0,€]E P R58 RUE HES BH 

(b) GC; 是 [0,L] 上 单调 递增 的 连续 凸 函 数 。 
(a) 中 的 让 指 的 是 , 当 商 品 量 超过 某 一 界限 时 ,消费 者 就 可 以 随 取 
所 需 , 不 必 人 和 付费 ;i) 则 指 在 这 一 界限 之 内 ,价格 随 产 量 的 增多 逐渐 
下 降 , 而 且 下 降 速 度 越 来 越 慢 。(b) 可 解释 为 生产 成 本 随 产 量 的 增 
加 而 增长 ,而 且 增长 速度 越 来 越 快 。 

定理 10. 3. 1 如果 价格 函数 和 成 本 函数 满足 假设 (a? 和 () ， 
Rl] Cournot 均衡 一 定 存在 。 

证 由 定理 6.1.1, 只 需 说 明 利润 函数 $$ 关 于 第 i 个 变量 是 
[u] 5 > BA WE BA | 

l pA) = tP la + 0 — C;CO 

j& X, ERIS X RH o 是 与 1 无 关 的 常数 ,满足 t+ Lis. 

ER test) etitm tn, E P 的 单调 递 降 性 ,PCa 十 四 一 Pla 十 
10, HITE 
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Duns — P(a - £) «; PG +) — Pla +t) 


FE | 
t,PG +t) — tP(a tt) 
T. 
= POT OT! + Pa +2) 
<1, Tono 0 th + pare 
E tP(a +t) — t,PCa 4- t) 


£— t 

iX IE SEE HB tPCa-- 0E IB. RAC 的 凸 性 知道 eO MNR 
X. 

定理 10. 3. 1 的 条 件 可 以 大 幅度 放宽 ,但 证 明 要 比 这 里 复杂 得 
”多 ,读者 可 参阅 [71。 

下 面 把 多 头 垄 断 对 策 作为 合作 对 策 来 处 理 , 即 允许 厂家 之 间 
的 相互 联合 , 结 成 联盟 ,以 获 到 最 大 的 利润 。 这 里 的 问题 仍然 是 联 
时 的 利润 如 何在 各 厂家 之 问 进 行 分配 , 这 需要 计算 出 对 策 的 特征 
函数 。 为 此 假定 定理 10. 3, 1 的 条 件 仍然 满足 。 

i$ S= {iii }ON ,根据 特征 函数 的 定义 

v(S) = mes min 2 A) (10.3.1) 
ies ies 

要 算出 v(S) ,必须 先 算 
min 2090 = = d, Gu, PE r,) 


x; ex 
jes 


我 们 区 别 两 种 不 同情 况 : 
Gy: 24524. 这 时 显然 有 


ps Gr y tet rT; ) = > CG 
ies 
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因为 C; 是 单调 递增 函数 , 故 ys TE r x, = 0 处 达到 最 大 
i. Bii v (S) = — 246,00), 
(2) DLE 这 时 由 己 的 单调 递减 性 ， 
Ps Cz, t = ( Sai) P| Sb 十 Sx) = SCC) 
ies jes res ies 
(10. 3. 2) 
ig L= 24L.T5— 211, Q0.3. 2 就 是 
Js Gr, xD = isP (Čs + ts) 一 DIC (a) (00.3.3) 
; ies 
Xp s= Dax, 现 求 解 四 规划 回 题 ， 
min SC, 
ies e 
Ss. t. Oc rx L,, TES (10. 3. 4) 
D =ts(ts€ [0.LsD 
iS 


设 Qs(ts) 是 它 的 最 优 值 .不 难 证 明 ,Qs E, L EMER IRE. 
再 考虑 规则 问题 
max  ts/?(Ls5+ts}—Qs Cts) 
s.t. O<ts<ils 
REHAR e. Ej Q 的 西 性 知道 g BLO.Us LER x 
E U=min{&—Ts,Ls}. 因此 ,(10. 3. DERRER es .可 确定 如 下 : 
若 g' (+0) 0; 


(10. 3. 5) 


0, 
iD, 03 Sa; 
TEE Lo by 0 0928) 
Üeudu. t 


zmOzzg'GG-d0. 
AF g 的 单 边 导数 的 存在 性 由 & BOPICESE RUE. BE, RANE 
T 


wee. | 2,000. MIS 
gi), 4 Ts, < é. 
有 了 特征 函数 ,就 可 以 来 计算 该 对 策 的 Shapley 值 和 核子 
一 一 看 来 两 者 都 没有 方便 的 办 法 。 另 外 ,这 种 对 策 的 核心 和 稳定 集 
是 否 存 在 ? 形状 如 何 ? 这 些 问 题 迄 今 都 没有 答案 。 
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在 现实 生活 中 常常 会 遇 到 这 样 的 情况 一些 人 或 机 构 联 合 从 
事 某 项 活动 ,希望 通过 这 种 方式 使 得 每 个 人 应 支付 的 费用 比 单独 
从 事 这 项 活动 或 作 小 范围 联合 时 的 费用 少 。 他 们 怎么 “公平 地 ?分 
WHAM? 这 曾 是 经 济 理论 中 长 期 没有 解决 的 一 个 棘手 问题 。 现 
在 ,费用 分 摊 问 题 已 有 一 些 处 理 方法 ,但 我 们 并 不 打算 对 此 作 详 细 
的 论述 .因为 这 本 身 已 足以 写成 一 本 书 ,下 面 通过 两 个 实例 来 说 明 
合作 对 策 在 这 方面 的 用 处 ,然后 简要 介绍 一 种 处 理 一 般 费用 分 摊 
问题 的 方法 。 

4.1 网 络 上 的 费用 问题 

有 很 多 费用 分 捧 问 题 与 图 论 、 网 络 流 和 选 址 理论 有 关 , 这 里 我 
们 从 一 个 简单 的 例子 开始 讨论 。 假 定 有 三 古城 市 1,2,3 准备 建立 
一 个 有 线 电视 网 ,这 需要 在 不 同城 市 之 间架 设 电线 ,还 得 在 附近 的 
一 应 山上 建造 一 个 接收 塔 ( 用 0 标记 , 称 为 源 点 )。 城市 i 与 j 之 间 
或 接收 塔 与 城市 之 间 的 架 线 费用 由 如 下 六 个 数 来 表示 

- Cy OXi«cj«3  - 
如 图 10.4. 1 所 示 。 这 里 必须 找 出 一 种 把 各 城市 都 连接 到 0 点 的 最 
省 钱 的 办 法 ,可 用 图 论 中 求 最 小 费用 生成 树 的 贪 整 算法 来 完成 . 另 
一 方面 ,还 得 把 架 线 的 总 费用 分 摊 给 三 座 城市 。 因 此 ,这 里 的 问题 
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是 那里 分 配 的 是 利润 ,而 这 里 要 分 捧 费 用 。 

对 于 这 三 座 城市 的 任 一 子 集 S, 也 可 以 算出 将 S 中 所 有 城市 
连接 到 源 点 0 的 最 小 费用 ,方法 是 找 出 相应 子 图 的 最 小 费用 生成 


树 。 于 是 ,费用 函数 可 算出 为 

c(10—9, c(22—10, c(3) = 11. 

c(123) = 18, c(122 — V7, c(13) = 18, 

c(23) = 11. 
这 样 就 得 到 一 个 三 人 费用 对 策 c, 称 为 最 小 费用 生成 树 对 策 Cmini- 
mum cost spanning tree game)。 由 于 这 里 考虑 的 是 费用 ,而 不 是 
收入 ,所 以 在 合作 对 策 的 有 关 定 义 中 不 等 式 要 反 向 。 于 是 ,分 配 集 
是 
A = (Gi xz 十 zs 十 Ta 一 18z S92, 10,2, S11} 
核心 为 

C 一 (zyzarzs)|z H z: +r, = 18, 

75 xXx 9,05 x, «10,1 & az 11} 

这 个 对 策 的 核子 可 算出 为 
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adieu 
»- [$25 


n (28, 14,22) 
3 3 3, 
两 者 都 可 作为 分 挫 费 用 的 一 种 方案 。 
针对 这 个 具体 例子 ,我 们 青 考虑 一 些 传统 的 费用 分 摊 方 法 , 先 
看 常用 的 “ 按 用 取 费 ”法 ,这 时 每 座 城市 必须 ( 且 只 人 须 ) 为 它 所 使 用 
的 每 一 段 线路 付费 ,而 且 每 段 线路 所 付费 用 与 使 用 这 段 线 路 的 局 
中 人 数 成 反比 。 因此 ,由 图 10.4.1 可 见 ,1 只 需 付 连接 0 和 1 所 需 
费用 cos 的 1/3, 即 3;2 需 支付 co 的 '1/3(3) 和 ci 的 1/200 Sit 7; 
3 X1] cof 1/3€3) cof 1/244) Al cn, 总计 8. 于 是 所 得 费用 向 
HA 


Shapley 值 为 


a= (3,7,8) 

另 有 一 些 方法 考虑 增加 一 个 成 员 所 引起 的 费用 增 量 ( 称 为 “ 边 
际 费 用 ”)。 例如 ,可 考虑 * 初 始 增 量 ”(initial increment), 三 座 城市 
分 别 架 线 与 0 相连 ,所 需 费 用 分 别 为 9.10 和 11 ,而 联合 起 来 时 只 
85 18, 现 将 18 按 这 个 初始 增 量 的 比例 , 即 9:10:11 分 摊 给 三 座 城 
市 ,得 到 

n (22,3 30 ET 


当然 ,也 可 以 按 “ 最 后 增 量 ”(jast increment) 来 分 挫 费 用 。 一 个 人 
的 最 后 增 量 是 指 三 人 联合 的 总 费用 与 其 它 两 人 的 联合 费用 之 差 ， 
于 是 分 别 为 7,0,1. 按 此 比例 分 摊 费 用 ,所 得 费用 向 量 为 


显然 ,a 种 8 都 不 在 费用 对 策 的 核心 C 中 ,这 里 城市 1 承担 的 
费用 太 少 ,致使 2、3 两 座 城市 独立 出 来 更 为 合算 . Y 不 在 分 配 集 4 
中 ,这 里 城市 1 承担 费用 太 多 ,已 完全 不 能 接受 ,因为 它 独立 行动 
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只 需 花费 7 个 单位 。 

下 面 再 来 看 一 般 的 最 小 费用 生成 树 对 策 。 设 N= {1,2,*…,n) 
是 用 户 ( 局 中 人 ) 集 合 ,0 BOSE RGR. RECHC)G.j=0, 
1,…,n) 是 一 个 费用 矩阵 ,其 中 ci 通常 表示 连接 i 与 了 所 需 的 费用 
CFEC 是 一 个 对 称 矩 阵 , 且 对 和 角 线 各 元 值 为 0)。 对 于 任 一 联盟 5 
CN, SU (0) 为 项 点 集 的 最 小 费用 生成 树 记 为 Ts 二 (Vs,Es)， 
其 中 Vs; 为 Ts 的 顶点 集 , 即 Vs 一 SU 1{0},Es ÆT, 边 的 集合 。 Ts 
的 费用 DC, , 即 把 s 中 诸 成 员 连 接 到 源 点 所 需 的 最 小 费用 记 


为 ce(S). 这 样 得 到 的 对 策 CN ,ec) 就 是 一 般 的 最 小 费用 生成 树 对 策 。 
现 考虑 大 联盟 NN 的 最 小 费用 生成 树 Tw== (Vw E. HTE 
— i€ N ii e — GG) Ds 中 连接 i 与 0 的 唯一 路 径 中 与 i 相 
邻 的 边 。 作 向 晤 x CD m Gn (CI ax ON ER x Pre’ 
的 费用 , 即 x (PA m Cao. cv) BRET, BAUM Reh 9t 
用 生成 树 中 直接 读 出 。 例 如 ,对 于 图 10. 4. 1 的 最 小 费用 生成 树 ,x 
=(9,8,]). 
WF SCN. Xs=le (iE S},Xs= Ev Xs. 对 于 任 一 边 的 
集合 Bad A= ena. 于 是 
c(N) = m(Xs) + mCXs5) (10. 4.1) 
我 们 注意 到 ,如 果 G, 站 ER;, 则 iEN 一 S 和 jEN 一 S 中 至 少 有 一 
PM MEG PEE WIESU {0} 和 jE5SU10} 同 时 成 立 。 
此 ， 
Es 11 X= (10. 4.2) 
定理 10.4.1. 对 于 NU {0)} 的 任 一 最 小 费用 生成 树 Tr VA 
X(Tw) ECCN,c). 特别 地 ,最 小 费用 生成 树 对 策 的 核心 非 空 。 
证 明 任 取 SCN, 必 须 证明 
| nw) « cC) 
ES 
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沿用 上 面 引 入 的 记号 ,这 可 改写 为 
- mKs) < eG) (10. 4. 3) 

为 证 明 (10. 4. 3), 先 证 Ys= (Vy Es U Xs) Ew. 

实际 上 ,由 (10.4. 2), | ESUX s | — |S| 8-n— 1 S| =n, FUR 
证 明 对 于 每 一 a, € Vu Xs 中 必 有 一 条 路 径 ( 可 能 长 度 为 0) 从 41 
出 发 通 向 Vs 中 的 一 个 顶点 。 设 A m (eR ES PM a, 到 0 
的 唯一 路 径 , 其 中 em (a; ,4;4,),7=1,2,0. 如 果 ALC XS A, 
本 身 就 是 要 找 的 路 径 , 因 为 0EVs. 如 果 ACX. et A 的 第 
一 条 不 在 Xs PAI. 那么 ,e*E En 一 及 ,二 外; ,于 是 由 XX; 的 定义 ， 
a, € SCVs. 因此, (e^ ,…,e*-!} 就 是 所 求 的 路 径 。 

基于 上 述 结果 ,并 注意 到 [是 最 小 费用 树 ,有 

m(Es U Xs) => c(N) 
Bi C10. 4. 10 H0 CIO. 4.2), ERA SR 
mCES) + m(Xs) Ze m (X4) + mCOX,) 
Bü 
m(Xs) SC mCEs) = v(S) 

这 就 证 明了 《C10.4. 3)。 因 此 ,xCTw)ECCN,c)。 

基于 上 述 定理 ,总 可 以 从 NU {0}) 的 最 小 费用 生成 树 中 直接 
读 出 费用 的 一 种 分 捧 方 案 。 这 一 方案 实际 上 就 是 要 求 每 个 用 户 给 
把 他 连 到 源 点 的 第 一 段 线路 付 全 部 的 费用 ,而 不 管 其 它 用 户 是 和 否 
也 使 用 了 这 段 线 路 ,( 这 与 “ 按 用 取 费 "完全 不 同 .) 量 然 这 看 来 有 点 
不 公平 ,但 它 具 有 联盟 稳定 性 , 即 任何 联盟 都 无 法 通过 独立 出 来 的 
办 法 来 降低 其 中 每 一 个 成 员 的 费用 。 

这 种 方案 的 缺陷 启示 我 们 考虑 Shapley 信和 核子 ,但 关于 最 
小 费用 生成 树 对 策 的 这 两 种 解 ,目前 尚 无 方便 的 计算 方法 ,部 分 结 
RALI 

4.2 机 场 收费 问题 

考 虚 机 场 对 降落 飞机 的 收费 问题 .假定 有 一 个 中 型 机 场 , 其 跑 
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道 长 度 为 5000 2K ,每 年 维持 正常 运行 还 要 花费 30 万 元 ,机 场 管理 
部 门 决定 这 30 万 元 全 部 从 飞机 降落 费用 中 收回 。 按 飞机 降落 所 需 
跑道 的 (最 小 ) 长 度 来 分 ,有 五 种 不 同类 型 的 飞机 在 这 里 降落 ,每 年 
总 共有 6000 架次 。 现 假定 只 按 飞机 所 需 距 道 的 长 度 来 对 每 次 降落 
ee S 都 不 加 考 

。 问 题 是 不 同类 型 的 飞机 在 这 里 降落 一 次 应 收取 多 少 费 用 才 显 
eb 

用 1,2,3,4,5 表示 这 五 种 型 号 的 飞机 ， 县 假定 这 五 种 飞机 每 
年 在 这 里 的 降落 次 数 分 别 为 

600,2000,1000,1600 和 800 
而 所 需 跑道 的 (最 小 ) 长 座 分 别 为 (单位 ; 米 ) 
1000.2500、3500、4000 和 5000 

先 考 虑 “ 按 用 取 费 ”的 办 法 来 收费 .所 有 6000 架次 飞机 都 使 用 
了 机 场 跑 道 的 “第 一 段 *”, 其 长 度 为 1000 米 ,因而 需要 运行 费用 
30/5—6 万 元 。 所 以 每 降落 一 次 应 该 为 这 部 分 跑道 付出 的 费用 是 
60000/6000=10 元 。 因为 1 型 飞机 只 需 这 么 长 跑道 ,所 以 它 降落 
一 次 的 费用 是 

cı 一 10( 元 ) 
其 它 四 种 型 号 的 飞机 除了 使 用 了 这 自 跑 道 之 外 ,还 使 用 “第 二 段 ” 
跑道 ,其 长 度 为 1500 米 , 运 行 费用 为 9 万 元 ,所 以 这 些 飞 机 每 降落 
一 次 还 应 当 付 出 增 基 90000/(6000— 600) 216.67 元 。 因 此 ,2 0I 
飞机 降落 一 次 收费 为 ci 十 16. 67, 即 . 
cz 一 26. 67( 元 ) 
同 祥 , 剩 下 三 种 型 号 的 飞机 用 了 “第 三 段 " 的 1000 米 ,费用 为 
60000 元 ,降落 一 次 应 该 为 这 段 跑道 付 增 量 60000/(6000 一 600 一 
2000)= 二 17. 65 元 。 所 以 3 heen a 次 的 费用 为 cz: 十 17. 65. Bf 
= 44. 32{ 元 ) 

4 型 和 5 areas x Smp" 500 米 跑 道 付 费 30000 元 ,每 
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次 计 30000/(6000—600— 2000—1000)=12.5 元 。 所 以 4 型 飞机 
降落 费 为 cs 十 12. 50, 即 
c = 56. 85( 元 ) 
5 型 飞机 除 缴纳 上 述 四 段 的 费用 外 ,还 得 单独 承担 “第 五 段 ”"1000 
米 跑道 的 运行 费用 ,从 而 降落 一 次 应 收 c, 十 (60000/800), 即 
cs 一 131.82( 元 ) 
可 以 验算 一 下 ,总 收入 
600c, 十 2000c, 十 1000c; + 1600c, + 800c; 
刚好 收回 了 成 本 30 万 元 ( 舍 人 误差 不 计 )。 
这 个 收费 问题 也 可 以 用 一 个 合作 对 策 来 表示 。 注 意 这 里 的 局 
中 人 是 实际 降落 事件 ,而 不 是 飞机 、 飞 行 员 或 航线 , 设 N, 是 i 型 局 
中 人 (降落 事件 ) 之 全 体 ,w=|N,]. 记 d 
N = N, U e UN, 
为 降落 事件 的 全 体 ,其 总 数 为 
| ncm eec n. 
假定 i 型 局 中 人 的 服务 成 本 (如 建造 i 型 飞机 所 需 跑道 的 费用 ?为 
cis E. 
Oc Ne oe ge, 
现 作 费 用 对 策 CN LO EP e= 
eS) 一 max{ci N N S £B} SCN 
即 一 个 降落 事件 的 子 集 的 总 费用 与 其 中 最 花 钱 的 那个 降落 事件 相 
fal. 
id 
R, =UN,, y, = n 


JE m 个 特征 前 数 vovo erno 如 下 
0, MURS R = Ds 


vC S) = te TX Mes Por pe 
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那么 费用 对 策 e 可 表示 为 
c= ^n (10. 4. 4) 
t=] 
EA ATF E— SCN, iid £6) =max{i [SN NAO}. 


S um 2 (c, — C1-1) 
k=] 


bi SARD 


= A — cra) = ¢¢S) = cCS) 
利用 (10. 4. D ,可 以 很 容易 地 算出 费用 对 策 的 Shapley 值 。 

实际 上 ,对 于 每 一 k.R, FE v. 的 一 个 载 子 FH. Us 在 Ra 上 是 对 
称 的 ( 即 交 换 R, 中 任何 两 个 局 中 人 的 名 称 ,vi 不 变 ) ,所 以 


0 i ER, 
a (u) = — 
Pv Ca — Cat, ICR 
k 


AE an CN, n] 


ate) = Jaw) = DE e 
i= 


k=l 


将 Shapley 值 与 前 面 的 具体 计算 作 比 较 ,我 们 发 现 ,(C, 一 
Ci_1)/ri 正好 是 向 R 中 各 局 中 人 收取 的 费用 增 量 。 因 此 ,就 机 场 
收费 问题 而 言 ,“ 按 用 取 费 ”与 Shapley 值 方法 是 一 致 的 。 

上 述 对 策 的 核子 也 可 用 特殊 的 方法 来 计算 , 详 见 [16]. 

除了 机 场 收费 问题 之 外 ,还 可 以 考虑 其 它 服务 部 门 ,尤其 是 通 
讯 与 交通 部 门 的 收费 问题 ,如 电话 收费 问题 .道路 收费 问题 等 。 这 
些 问 题 的 一 个 共同 特点 是 有 大 量 的 “小 用 户 ”, 每 个 用 户 都 只 作 很 
小 规模 的 使 用 ,从 而 边际 费用 都 到 了 可 以 忽略 不 计 的 程度 。 关 于 对 
策 论 在 这 方面 的 应 用 ,读者 还 可 参阅 Raanan 的 博士 论文 "7 了 了。 7 

4.3 一 般 的 费用 分 摊 问 题 

设想 有 一 个 生产 过 程 , 产 出 种 不 同 的 产品 (或 服务 ) 如 要 生 
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产 z; 个 单位 的 第 i 种 产品 ;i=1,2,:…,n, 厂 家 就 得 承担 生产 费用 
ACzb…yz)。 现 很 定 第 ; 种 产品 的 产量 为 @,i 二 1,2,…,n, 那 么 如 
何 将 花 去 的 费用 Ca,…,as) 按 单位 费用 (生产 一 个 单位 应 支付 的 
费用 ) 的 形式 向 各 产品 收费 ? 这 是 一 般 的 费用 分 撩 问题 。 

在 有 些 场 合 ,这 个 问题 很 简单 .例如 ,如 果 只 有 一 种 产品 ,生产 
费用 为 Fz), 那 么 产 出 >>0 个 单位 ,每 单位 费用 就 是 Ca) Jo. 这 
也 是 唯一 能 收回 总 成 本 SCO AG RR PB. TYRE, RAE PE zj，…， 
zu 的 费用 是 一 个 可 分 的 函数 Fm t= fi Cab fan, 
那么 ,对 于 w>0 的 那些 产品 ,其 单位 费用 就 应 该 是 Fw)/c. 注意 
这 已 包括 了 f 是 线性 函数 , 即 FG) — Con n C, 的 
情形 ， 这 时 产品 i 的 单位 费用 是 Ci. 

但 是 ,如 果 /不 是 可 分 的 ,那么 问题 的 答案 就 不 那么 明显 。 这 
里 我 们 采用 类 似 于 对 策 论 中 处 理 合作 对 策 ( 尤 其 是 缺 原子 对 策 ) 
Shapley 值 的 公理 方法 来 考虑 费用 分 摊 问 题 。 

为 便于 叙述 ,定义 =” 阶 费 用 分 捧 问 题 为 这 样 一 个 二 元 偶 (CF， 
e) ,其 中 >0( 即 各 分 量 为 正 ) , 太 R ~*>R 称 为 费用 函数 ,满足 f 
(0) 二 0, 且 上 其 有 连续 的 一 阶 偏 导数 。 记 P* 为 所 有 阶 费 用 分 捧 问 
题 的 全 体 ,再 令 P=UP". 函数 c:P 一 UR' 如 果 满足 ;(f,a) EP 
过 ce(f a) ER', 则 称 之 为 一 个 费用 分 挫 规则 (cost allocation pro- 

" cedure), 

作为 一 个 费用 分 挫 规 则 , 它 首先 应 该 使 人 通过 收费 完全 收回 

生产 花 去 的 费用 , 即 
elfa), a) = f(a) (10. 4. 5) 
这 相当 于 Shapley 值 中 的 有 效 性 公理 。 

类 似 于 可 加 性 公理 ,我 们 假定 (4,a)€E xP", 其 中 4h 二 f 十 g, 且 
(Fo (OEP. BR SMe 可 视 为 有 的 两 个 分 费用 ,例如 了 可 
能 代表 原材料 费用 ,sg 代表 劳动 力 费 用 , 如果 个 别 地 分 摊 原 材料 费 
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用 和 劳动 力 费 用 ( 即 算出 cCf ,a) 和 clg,w)), 然 后 将 两 者 加 起 来 ， 
那么 所 得 结果 应 与 直接 分 捧 总 费用 的 结果 相同 才 显 得 合乎 情理 。 
六 此 ,我 们 要 求 
XUEEO..G.,0€PEh-/f-c-z, 
c(h,a) = cCf,a) + c(Bg . (0.4.6) 

现 假定 有 两 种 产品 ,比如 x, 和 x; 代表 的 那 两 种 “实际 上 ”是 
同一 种 产品 ,只 是 所 使 用 的 度量 单位 可 能 不 一 样 ,这 时 我 们 自然 要 
求 这 两 种 产品 的 单位 费用 也 可 以 根据 两 种 不 同 的 单位 联系 起 来 。 
fr Z SPI x. 和 xa“ 实际 上 ”度量 了 同一 种 产 品 呢 ? 一 种 答案 是 费用 
函数 仅 依赖 于 x 和 zs. 的 某 个 线性 组 合 。 因此 ,我 们 假定 费用 分 捧 
规则 满足 : 

如 果 f(x) 二 g((z,zx))， 其 中 = 是 固定 的 非 零 向 量 , 则 


cf sa) = cg. Ga) |. (10.4. 7) 
这 对 应 于 Shapley 值 公理 中 的 对 称 性 公理 。 
类 似 于 非 负 性 公理 ,我 们 假定 
如 果 f te = (2 ER" josesa) EFH 
AE, eC fa) 20 (10. 4. 8) 
”这 相当 于 ,如 果 每 一 种 产品 ,生产 越 多 花费 也 越 多 ,那么 每 一 
种 产品 都 应 收取 ( 非 负 的 ) 费 用 。 


定理 10. 4.2 存在 一 个 费用 分 捧 规 则 c, 它 满足 (10. 4.5)— 
(10. 4.8) , 且 可 表示 为 


Ah oS ra 站 God (10. 4.9) 


证 需要 验证 由 (10. 4. 9) 给 出 的 < 满足 (10. 4. 5) — C10. 4. 
8)。 首 先 , 可 加 性 和 非 负 性 可 从 定义 直接 得 出 。 其 次 ,由 


telfa) 3a) = 2 a, | f^ Ga)dt 
iml 9 
id 
= | gl eae nod = few 
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知道 [M 满足 (10， 4. 5). 最 后 , 设 FD =g za?) BA, SE (— 
zg Cz 50>), 因此 l 


1 1 , 
C; = | fe Go)dt = xj g (t{z,a) dt = zico 


FOP co= Jig Gi.adt—c(Ga)). 因此,c 满足 (10.4.7)。 定 
理 得 证 。 | | | 

还 可 以 进一步 证 明 ， (10. 4. 9) 是 难 一 满足 (10. 4. 5)—(10. 4. 
8) 的 费用 分 捧 规 则 , 见 [3]。 

至 此 我 们 看 到 ,在 假设 (10. 4. 5)— C10. 4. DITRE-ME 
用 分 捧 规 则 ,在 这 个 规则 里 ,产品 ; 的 单位 费用 是 总 产量 从 (0,…， 
0) 同 步 增加 到 Cal，…,a;) 时 该 产品 的 平均 边际 费用 。 n S XH EE 
BF OT Sp B8 BD CP Cais) = Fi Cad to + Cx) Wn 5) PE 
规则 ,产品 i 的 单位 费用 为 la)/a 这 正好 是 开始 时 我 们 提出 的 
简单 情形 收费 规则 应 满足 的 条 件 。 
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第 十 一 章 “对策 论 在 军事 上 的 应 用 


§ 1， 引言 和 例子 


对 策 论 讨论 的 模型 都 带 有 政 盾 冲突、 对抗 ,以 及 谈判 .妥协 、 
合作 等 因素 .这 些 因素 在 军事 冲突 或 对 峙 中 都 会 存在 ,因而 从 理论 
上 讲 , 对 策 理论 是 非常 适合 于 分 析 军 事 冲 突 诸 癌 题 的 。 在 前 面 有 关 
章节 中 已 经 举 出 过 例子 。 人 们 确实 尝试 这 构造 有 关 模 型 用 于 分 析 
某 些 军事 冲突 ,甚至 有 一 些 课 题 原来 就 有 军事 应 用 的 背景 ,如 微分 
对 策 、 搜 索 对 策 等 。 

本 节 再 列举 一 些 例 子 , 说 明 对 策 理论 各 个 课题 (或 分 枝 ) 在 军 
事 中 可 能 的 应 用 。 

例 1 兵力 分 配 问题 许多 文献 中 称 它 为 Blotto LEK 
(Colonel Blotto game), 设 红 、 蓝 两 军 各 有 指挥 官 统帅 相当 数量 的 
军队 ,他 在 为 争夺 某 地 区 的 几 个 阵地 而 布 署 必要 的 兵力 。 为 具体 起 
见 ,不妨 设 共 有 两 个 阵地 4,B ,红军 有 四 个 营 的 兵力 , 蓝 军 有 三 个 
营 的 兵力 ,再 假设 双方 的 军队 战斗 素质 相当 ,因此 只 有 其 力 比 对 方 
强大 时 才能 把 对 方 打败 ,再 假设 指挥 官 只 能 按 军 队 建 制 成 营地 调 
动 或 分 配 兵力 ,此 时 红 方 指挥 官 共 有 五 种 分 配 兵 力 的 方案 。 若 设 x 
表示 用 于 争夺 阵地 A 的 兵力 数 (单位 : 营 ),y AA RE B 
的 兵力 数 ,那么 {z,y} 便 可 表示 红 方 指挥 官 的 一 种 兵力 分 配 策略 ， 
EN m £175 E^] po fp SEE CR 77 380 (85: 4:0}, {0,4}, {3,1}, 053), 
(2.2). XMH dE 77 dE PE RU VIT PEE BY (3,01 (0,3) (2,1), 
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(1,2) ,括号 内 第 一 个 数字 是 用 于 争夺 阵地 4 0636 71 O9 BD, 
第 二 个 数字 是 争夺 阵地 B 的 兵力 。 
采用 零 和 矩阵 对 策 模型 ,其 支付 矩阵 (以 红 方 为 标准 ) 如 下 : 
| Ko X 


[3,0] [0,3] [2,1] [1.2] 
[4,0] 4 0 2 


[0, 10^ 4 ^| 1 
[3,1] ` f ZEE CE 
[1.3] … | 一 1 .1 0 


t WwW oO N/l 


[2:2 — 一 2 
支付 矩阵 中 的 元 素 代 表 战 斗 效 果 评 分 ,这 里 设 消灭 对 方 一 上 普 记 1 
分 ,占领 阵地 一 个 记 1 分 ,双方 得 失 相当 记 0 分, 一方 得 分 另 一 方 
. 便 失 分 ,这 是 一 个 矩阵 对 策 ;( 解 覆 )。 

较 一 般 的 问题 是 红 蓝 双 方 争 夺 个 阵地 ， 双方 兵力 分 别 是 R 
与 8 个 战斗 单位 等 。 

例 2 攻击 点 选择 顺序 RI ER n 抉 战 斗 要 地 ， 
假设 这 些 地 区 均 由 蓝 方 把 守 , 各 个 地 区 的 重要 性 依次 给 予 评分 为 
a 之 a 之 … 之 a,>0, 红 方 准 备 攻打 其 中 一 些 阵地 ,从 集中 优势 兵力 
的 原则 ,将 会 选择 其 中 某 一 两 块 或 几 块 地 区 作为 攻击 目标 ,而 防守 
方 也 可 集中 兵力 防守 某 些 重点 地 区 。 于 是 存在 一 个 选择 重要 的 攻 
击 (防守 ?顺序 并 布 署 兵 力 的 问题 , 设 若 红 方 攻打 第 ; 块 地 区 而 蓝 
方 并 未 防守 (或 蓝 方 基本 上 未 加 防守 ) ,该 地 区 较 完 整 的 藩 入 红 方 
手中 ,当然 该 地 区 重要 性 评分 仍 为 ai, 车 红军 攻打 第 j 块 地 区 却 遭 
受 蓝 方 的 抵抗 ,目标 设施 受到 破坏 而 使 重要 性 评分 受到 影响 ,评分 
WA pjaj,0 志 pi 之 1, 于 是 双方 闻 的 战斗 支付 矩阵 (以 红 方 为 标准 ) 
m: 
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ae Êa: az 
红 ay ay eee ase Qs 
Qn an P4. 


如 果 红 方 是 选择 前 个 地 区 ， 则 其 优 策 略 可 能 是 ,z" 一 (z? x? 
xi;0,0,……0) 相 应 的 可 设想 蓝 方 的 策 栈 y^. 这 里 at 表示 红 方 攻打 
第 & 块 地 区 的 概率 。 我 们 既 要 确定 x'.y ,也 要 确定 *. 

例 3 HARI ”在 战场 上 许多 目标 经 常 采 用 伪装 ,有 时 还 
故意 布置 一 些 假 目标 ,有 时 蔡 至 伪装 成 敢 大 。 因 此 有 一 个 识别 真 
伪 、 区 分 敌我 的 问题 。 设想 在 菜 上 场 上 空 进行 高 公债 守 发 现 一 些 日 
标 , 对 它们 进行 识别 并 假设 相应 的 效用 评价 为 ， 

ai 若 识别 为 真 , 实 际 也 确 为 真 ; 

56: 着 识别 为 真 ,实际 却 是 假 ， 

c: 若 识别 为 假 ,实际 也 确 为 假 ; 

4: 若 识别 为 假 , 实 际 却 为 真 ; 

并 设 以 上 各 值 中 a>>5,4d,c>5,d. 不妨 再 假设 对 方 在 设置 真 假 目 
标 或 进行 伪装 时 , 真 目标 的 概率 为 p. 

当红 方 进行 侦察 蓝 方 阵 地 并 分 析 所 得 情报 时 ,他 可 以 有 四 种 
处 理 方式 :不 妨 把 它们 看 作 是 策略 ,这 四 种 方式 分 别 是 站 { 真 , 假 } 
-—EHBDILOG BS) Re) IARI T WRL LUE. B) 
一 { 真 , 真 }。 其 含义 可 举例 说 明 如 下 :I; 表明 红 方 看 到 真 目标 时 认 
为 是 假 的 ,看 到 假 目 标 时 也 识 为 是 假 的 。 蓝 方 当 然 有 两 种 策略 ,一 
种 是 不 加 伪装 以 真 的 目标 出 现 , 记 作 “ 真 ”, 另 一 种 是 布置 了 假 旭 
标 , 但 外 形 和 真 的 一 样 , 记 为 “ 假 ”, 于 是 对 于 每 个 重要 目标 ,可 给 出 
如 下 支付 矩阵 。 
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Xx 假 
pat+(l—pi)e patC—p)d 
I, | pb+Q—-pde pbb) 
I, |+- pd pb+U—pde 
I, patl—p)d pa+t+(l—p)d 
FR T IS abd >b, d MARA I. RTF Ios 优越 于 I, 
所 以 实际 上 L 可 以 删 去 ,从 而 得 到 
[ | 
ph+U—pre pbp 
并 在 此 基础 上 再 进一步 分 析 并 估计 蓝 方 阵地 上 真 目标 的 概率 , 然 
而 蓝 军 在 战地 上 真 假 是 标的 分 布 未 必 是 “均匀 ”的 ,许多 地 区 可 能 
都 是 真 的 ,而 有 的 地 方 为 引诱 红军 却 布 置 了 许多 外 形 为 真 的 假 目 
标 , 真 假 目 标 在 阵地 上 或 连 片 的 分 布 , 或 混杂 分 布 。 在 某 阵地 上 蓝 
方 故意 把 真 的 加 以 伪装 ,同时 也 把 假 目标 伪装 成 真 目标 混在 其 中 ， 
而 在 另 一 块 阵地 上 一 切 真 假 目标 都 以 真 的 外 表 出 现 ,这 样 一 来 支 
付 矩 阵 应 加 以 重 写 。 
也 可 用 多 阶段 对 策 或 重复 对 策 加 以 分 析 , 如 红 方 在 侦察 与 处 
理 有 关 信 息 之 后 进行 某 种 带 检 验 性 质 的 攻击 ,在 检验 的 基础 上 再 
进行 侦察 与 识别 。 | 
例 4 多 兵种 或 多 种 武器 协 词 作战 ” 随 着 军事 技术 的 日 益 发 
展 ,多 种 武器 或 多 和 军 ( 兵 ) 种 之 间 协 同 作战 日 益 增 强 , 它 可 用 下 面 的 
微分 对 策 模型 加 以 描述 。 设 红 蓝 两 军 , 红 方 有 zx, 种 武器 ,在 + 时刻 
(由 交战 开始 时 刻 算 起 ) 第 i 种 武器 数量 为 wx) 1 Sim , 蓝 方 有 
m; 种 武器 ,在 上 时刻 其 第 j 种 武器 数量 为 y (4) 1S jm. 再 设 蓝 
方 第 j 种 武器 在 交战 时 对 红 方 第 ; 种 武器 的 毁伤 系数 为 po EN 
用 第 j 种 武器 对 红 方 第 ; 种 武器 进行 攻击 时 为 其 全 部 第 j 种 武器 
的 比例 为 站, 类似 地 可 解释 qu o AP OY). ox ,此 外 红 方 第 :; 
种 武器 初始 数量 为 w,1<;i 委 mi, 蓝 方 第 j 种 武器 初始 数量 为 1 
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ppm 


<7 委 ms, 于 是 可 建立 交战 过 程 中 双方 武器 毁伤 的 Lamchester F 
程 恕 下: 


dz, i 

i a È parts 1<i<m, 

dy, , 

d T 站 wm l&islm; (11.1.1) 


z(t.) =a,,1Si<m, 

yi G0 m B. ur um, 
这 里 ai,6&; 是 正常 数 , 它 们 是 双方 第 i 种 武器 的 增援 数量 。 设 交战 
时 期 为 Les,z ,交战 的 效益 以 最 大 的 杀伤 敌人 积 尽 可 能 保存 自己 
为 目标 ,交战 完毕 ,计算 彼此 般 伤 时 , 若 以 蓝 方 为 准 , 可 给 出 支付 
为 : 


PWM = | [na = py — 2A Malda 1.1.2, 


XB y= Ghi edu Dp (nm Pe, ,它们 分 别 是 蓝 、 红 两 方 的 控 
制 变量 ,r; 为 蓝 方 未 参战 的 第 i 种 武器 的 生存 概率 ,s, 为 红 方 未 参 
战 的 第 i 种 武器 的 生存 概率 , 设 nos 均 为 正常 数 。 上 述 微分 方程 组 
及 “支付 ?就 构成 一 个 微分 对 策 问 题 , 蓝 方 欲 P (99) 9 max Ti £L 
方 却 希望 Pl, Amin, | 

例 5 结盟 问题 ZER AARSE ARE 3E, B 
在 诸葛 亮 初 见 刘 备 并 为 其 画 策 时 便 提出 联 吴 拒 曹 的 战略 方针 ,后 
来 的 历史 也 确实 按 这 种 战略 设想 发 展 的 ,从 理论 上 看 它 是 一 个 三 
局 中 人 的 对 策 问 题 。 三 个 国家 的 国情 、 实 力 各 不 相同 :曹魏 占据 古 
代 中 国 北 方 的 半壁 河山 ,并 且 以 汉 献 帝 ( 虽 然后 来 被 废 贺 ) 的 名 义 
号 令 诸侯 ,但 因 北 方 连年 征战 ,人 民 流 离 失 所 ,需要 适当 休养 生息 ， 
故 在 赤壁 之 战 后 曹操 很 少 向 南 用 兵 。 孙 吴 占据 南 中 国 的 东部 , 北 有 
长 江天 生 , 西 与 蜀汉 接壤 之 地 又 有 山岳 作为 屏障 , 故 有 地 利 优势 。 
宇 汉 以 正统 道义 为 号 召 ,君臣 团结 , 虽 位 于 古 中 国 西南 一 隅 ,但 西 
川 一 带 沃野 千里 人 民 安 居 乐 业 。 以 上 即 诸葛 亮 分 析 中 各 占 天 时 、 地 
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利 . 人 和 的 优势 。 依 上 述 分 析 可 估计 三 国 的 综合 国力 之 比 ( 假 设 ) 
为 :曹魏 40 : MR 32 : 蜀汉 28. 并 不 妨 假设 其 中 任何 一 个 国家 只 
要 拥有 整个 “天 下 ?实力 的 709 ,才能 统一 全 国 的 话 ( 或 者 是 另 一 
个 国家 实力 的 两 倍 时 才 可 能 把 它 灭亡 ), 显 然 任 何 一 国 在 当时 都 不 
能 实现 统一 的 雄心 ,从 而 形成 三 足 瞻 立 之 势 , 利 用 三 人 对 策 描述 此 
E, AR IE RRR” 

K W sWe sw] 
EZERA BIEL 70; 40,3228] — ESL MRR AERE 
联合 一 国 并 试图 削弱 另 一 国 , 便 引出 一 个 结盟 问题 。 

三 个 国家 的 策略 是 :曹魏 不 断 挑 氢 吴 、 蜀 两 国 争 斗 坐 收 渔 利 ， 
孙 吴 实际 也 是 希望 蜀 魏 两 国 争斗 而 坐 收 渔 利 ,出 于 政治 原因 ,蜀汉 
只 能 北伐 曹 瑶 ,因而 必须 联 吴 。 这 些 都 是 出 于 各 自 的 实力 、 历 史 青 
景 与 政治 原因 来 分 析 的 .但 从 数量 上 分 析 , 蜀 与 魏 联 合 时 他 们 的 实 
力 在 集团 内 部 之 比 为 40/68( 魏 ) : 28/68 CRI) 3 0. 588 : 0. 412. 
而 当 吴 蜀 联盟 时 集团 内 部 实力 之 比 为 32/60( 吴 ) : 28/600) ER 
0. 533 : 0. 467. 这 就 是 如 果 蜀 笋 联盟 , 蜀 在 集团 内 部 只 是 二 等 国 
的 地 位 ,但 与 吴 蜀 联盟 相 比 , 蜀 与 吴 实 力 之 比 远 较 与 魏 联 盟 要 改善 
. 很 多 ,从 实力 对 比 上 讲 , 蜀 会 选择 与 吴 联 盟 的 。 
冷战 时 期 的 美 . 苏 及 中 国 是 另 一 个 三 人 对 策 。 
例 6 搜索 问题 ”在 战场 上 搜索 一 些 跟 藏 的 武器 或 敌人 是 党 
见 的 军事 行动 ,如 猫 潜 舰 搜索 政 潜艇 等 ,被 搜索 的 目标 可 能 是 潜伏 - 
不 动 的 ,但 有 的 目标 可 能 是 运动 的 ,因此 有 对 静止 目标 搜索 及 对 动 
月 标 搜 索 两 类 问题 ,这 些 已 有 专门 著作 加 以 论述 。 如 Ruckle, H. 
William Geonetri¢ games and their applications, Pitman Advcm- 
ced Pub. Program ,1983. . 
由 以 上 所 列举 的 一 些 问题 及 模型 可 见 对 策 理 论 能 广泛 应 用 于 
-军事 ,当然 军事 冲突 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 .整个 战场 是 一 个 十 分 
复杂 的 大 系统 ,上 面 诸 模型 (或 问题 ) 只 不 过 是 从 不 同 侧面 对 战场 
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写照 ,但 由 于 这 类 模型 提供 的 思想 以 及 分 析 结 果 , 有 时 还 是 有 重要 
参照 意义 的 ,因此 把 它 作 为 指挥 员 分 析 战 场 态势 的 补充 辅助 手段 ， 
仍 是 十 分 有 意义 的 。 

下 面 集 中 讨论 两 个 问题 。 


32 战术 空战 对 策 


红 蓝 两 军 的 空战 可 以 用 双方 都 可 以 多 次 行动 的 对 策 加 以 描 
述 。 在 建立 有 关 模 型 之 前 , 先 简 述 一 下 有 关 的 问题 ,空军 可 以 执行 
各 种 任务 ,但 一 般 可 分 为 以 下 三 类 ,(1) 空 袭 , 即 针对 敌 方 的 战斗 目 
标 如 机 场 .要 塞 , 桥 梁 。 重 要 企业 等 进行 秦 炸 ;C2) 空 防 , 即 阻止 对 方 
机 群 进行 空袭 ;C3) 地 面 支援 ,主要 配合 自己 一 方 地 面部 队 的 军事 
行动 而 进行 的 战斗 任务 。 红 、 蓝 两 支 空军 都 应 考虑 上 述 三 项 任务 。 

不 妨 假设 在 交战 开始 时 刻 蓝 方 拥有 p 架 作战 飞机 , 红 方 拥有 
q 架 作战 飞机 。 先 分 析 第 一 次 空战 的 情形 , 设 在 第 一 次 交战 中 蓝 方 
JE 2 架 飞 机 对 红 方 进行 空袭, 而 用 zx 架 飞 机 执行 防空 任务 , 剩 下 
的 p—z—u 架 飞 机 使 用 于 对 地 面部 队 的 支援 ;类 似 地 , 红 方 的 兵 
力 分 配 为 ,y BAF SE w 架 用 于 室 防 ,gq 一 y 一 ww 架 用 于 地 面 支 
援 。 当 然 在 第 一 次 交战 时 双方 对 于 飞机 执行 任务 的 分 配 都 是 极 重 
要 的 机 密 , 不 会 使 对 方 知晓 ,但 可 假设 双方 初始 拥有 的 飞机 数 p 
fug 却 是 为 双方 了 解 的 。 

由 于 红 方 以 也 架 用 于 空 防 ,每 架 飞机 作战 时 都 可 能 使 大 机 暴 
伤 , 设 毁伤 系数 为 c, 故 蓝 方 飞 机 进行 空袭 时 将 损失 cw 架 , 能 突破 
红 方 空 防线 达到 目标 上 空 的 只 有 zx-cw 架 , 如 果 cw 之 zx, 蓝 方 不 可 
能 突破 红 方 的 空 防区 , 故 蓝 方 能 突破 红 方 空 防区 的 飞机 架 数 为 
maxt0 ,zr—ecw), 当 蓝 方 确 有 飞机 抵达 红 方 阵地 (例如 红 方 机 场 ) 
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上 空 并 进行 右 炸 ,因而 对 红 方 (在 机 场 上 ) 的 飞机 毁伤 数 为 bmax 
(0,X 一 cw) ,这 里 5 是 每 架 蓝 方 飞机 能 击 贤 红 方 飞 机 的 毁伤 系数 ， 
这 里 均 设 c,5 为 常数 。 | 
如 果 在 第 一 次 交战 期 间 红 方 又 增加 了 s RMAs RECEA, 
可 重新 作战 ), 若 红 方 在 作战 时 使 用 了 4 架 , 但 其 在 交战 中 可 能 有 
aq 染 飞 机 仍 生 存 , 则 此 时 共有 ag 十 s 架 飞机 在 复方 飞机 攻击 之 下 
仍 存 在 危险 。 于 是 推 知 红 方 剩 下 的 飞机 数 为 ， 
max (0.aq--s —min[s--aq»bmax(0 x —ew) |} 
=max{0,max[0,@g+s—bmax(0,xr—cw) ]} 
=max{0,ag+s—bmax(0,x—cw) | 
用 类 似 的 方法 可 知 在 第 一 次 交战 后 蓝 方 剩 下 的 飞机 数 为 max{10， 
dp--r—emax(0,y— fu) eB drre, f 5 aissbuc 的 含义 相仿 。 
若 在 此 次 战役 中 双方 空军 的 军事 活动 的 目的 是 加 强 对 地 面部 
人 的 支援 ,那么 应 该 对 比 双 方 关于 支援 地 面 的 空中 力量 。 以 蓝 方 为 
他 应 计算 双方 地 面 支 援 力量 之 差 , 即 (p 一 + 一 w) 一 (gq 一 y 一 ww)。 
当然 在 一 次 战役 中 ,双方 可 能 多 次 交战 (例如 N 次) ,地 面 支援 的 
力主 的 比较 也 龙 吉 次 的 ,所 以 把 历次 上 述 力 量 之 差 相 加 ,写成 M 
= [Cp 一 z 一 一 (qg 一 y 一 w)j, 并 把 它 作为 “支付 ”。 
现在 设 双 方 空军 在 交 域 中 主要 是 两 项 任务 ;空袭 与 地 面 支援 
‘这 里 略 去 空 防 )。 基 假设 c 及 f 均 为 零 , 于 是 在 经 过 第 一 次 交战 之 


后 双方 镜 下 的 飞机 数 为 :; 
s=max(0,aqg—Sxr-+s) 


fi: =max(0,dp—ey+r) 
而 支付 变 作 M= 之 [Cp 一 z) 一 (一 2)]。 
由 于 每 次 交战 时 关于 飞机 执行 任务 时 的 力量 分 配 是 在 上 次 交 
战 的 结果 基础 上 进行 的 ,但 为 方便 计 采 取 如 下 记号 :地 哲 在 整个 战 
役 中 双方 空中 交战 共 n 次 , 便 用 有 来 标记 此 对 策 ,也 芭 设 交战 时 初 
始 飞 机 架 数 分 别 为 p. 53 a. ,并 设 双方 用 于 空袭 的 飞机 数 分 别 为 x. 
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(11.2.1) 


Spar eS EET RA IE ZR RF n~1 次 交战 ,所 
以 
i —max(0.dp,—ey, tr,) DR 
q,-,7max(0,aqg, —b5x,4-5,) 
这 里 p,_1;9._! 分 别 为 蓝 、 红 两 方 在 其 有 x 一 1 次 交战 初期 所 拥有 
的 飞机 架 数 , 以 此 类 推 . 故 在 整个 具有 N 次 空中 交战 的 战 向 中 , 支 


付 (以 蓝 方 为 准 ) 为 ， 


N 
M= 2 [0.22 9.9] 01.2.3) 


若 再 用 w (ago 记 具 有 天 次 交战 时 的 对 策 的 值 , 刀 ,ax 分 别 为 蓝 人、 
红 两 军 在 交战 开始 时 刻 所 拥有 的 飞机 架 数 。 这 里 假设 在 鲁 下 的 n 
一 1 次 变 战 中 双方 均 采取 优 策 栈 时 对 策 有 值 w-, 的 前 提 下 ,在 第 
一 次 采取 合适 的 zs y 的 分 配 , 所 以 具有 次 交战 的 对 策 的 支付 
可 写作 ， 

M,C Ens Yn) = b, Za (Gn Yn) EUn- praia-1) (11.2.4) 
下 面 讨 论 在 具 此 两 项 任务 时 双方 的 优 策略 ,显然 在 进行 一 个 具 n 
次 交战 的 对 策 解 算 时 , 便 要 进行 一 个 具有 nn 一 1 次 交战 对 策 的 解 
算 , 依 此 类 推 ,所 以 我 们 先 讨论 只 有 一 次 交战 的 对 策 , 求 其 优 策略 ， 
在 此 基础 上 由 (11. 2. 4) 讨 论 具 有 二 次 交战 的 对 策 ,这 样 顺 次 讨论 ， 
可 得 具 n IK SEAR AT R A RE 

Y vo forgo) 二 0, 于 是 由 (11. 2.4), 具 一 次 交战 的 对 策 有 支付 
XM syd Sp agt y 显然 , 当 二 二 zr 二 0 及 y=yY = 
O 时 对 策 取 最 优 值 , 即 蓝 . 红 两 方 都 不 进行 空袭 而 把 所 有 的 飞机 都 
用 于 地 面 支援 。 所 用 飞机 分 别 为 bii 架 , 因 而 在 具 一 次 交战 的 对 
PM REA ng) =p q. 在 此 基础 上 再 讨论 具 两 次 交战 
的 对 策 , 此 时 由 (11, 2. 4), Ma Cc; yi? = pe — x: — qit ye tHo CAs 
qi07— 5:—2s— q ys 1i— i. MAO). 2. 22, p, =max(0,dp,— 
eyz 12) gi: = max(o,aq;— bx: ts:) FLA Mir; y, PRB: 
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P2—G2—-L2 F Yz, £z pi D» 


Tn ftr 
e 

(itd) p,~—92.—22.4+ PE pants y «dtr 
y. u0—o-crn, y e 


= (11.2. 5) 
(1+4)p2—U+a)q.— (1—))z, nien e 


Hey r5 
b Otal Santis doct 
一 (1 一 —b)zxdy—s aS Y y> 
虽然 以 此 M:(z,yz) 为 支付 的 对 策 值 应 ce eU dye. 5 
设 b> 1.1, A RA: 


。_agz 十 3: ._apetr, 
dn See 


而 对 策 值 v 为 


d 
v= +5)p.-04D0a+ 2-2 


MEL e<l USENET c0. yi 一 0, 此 时 的 对 策 值 为 : 
v=(1 +d) pı — (dag: -ri—5: 

在 计算 了 n=1,n=2 的 情况 后 ,可 计算 n==3 的 情况 ,此 时 MIC, 
ys = pi tgp t yi Fs Page) ERI (UL. 2. DRR pi,92; 代 入 
Ms Cassy D PARE TE RRR Be Ot He {HL 

RE E fü ye DER. WR A R59 7) Ay. = Cap. 
m/e 311 28 2 IB BE 1H CR 7; B3 21 3 3B FE DEB SEX 2E 7) 3E 
分 配 便 是 “浪费 ”, 所 以 红 方 应 取 : 


y,— min(g, een 


类 似 地 ,关于 蓝 方 有 
aq, TS. 
b 


z =min Lp, s 
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以 上 这 种 分 配方 式 均 用 记号 A 表示。 

若 蓝 方 用 于 空袭 的 力量 n 为 0, 而 把 全 部 力量 集中 使 用 于 地 
面 支援 ,这 种 战术 分 配方 式 记 作 G, 则 样 , 即 对 于 红 方 的 类 做 行动 ， 
y= 0, BETE G. A 与 G 是 两 种 特殊 情况 ,如 果 既 非 4 又 非 G 而 
是 两 种 行动 均 有 , 则 记 作 (4,G)。 

最 优 策略 显然 依赖 于 毁伤 参数 ,我 们 先 设 a 十 5 之 1 及 dem 
1, 于 是 便 可 转 而 讨论 双方 需要 在 战役 一 开始 使 用 一 系列 的 4 种 
分 配 战术 ,而 在 战役 将 结束 时 使 用 一 系列 G 种 分 配 战术 ,而 由 A 
转向 G 的 转折 点 一 般 说 来 红 、 蓝 两 方 是 不 同 的 ,这 种 转折 点 确切 
的 估计 应 依赖 于 毁伤 参数 的 大 小 ,它们 可 用 下 面 方法 确定 。 设 了 
Racist 1 1-5 s 0 成 立 的 最 大 整数 ,而 g 是 使 不 等 式 二 一 


}—-a* 


a ZO 成 立 的 最 大 整数 ,整数 了 和 8 可 确定 在 哪 一 次 交战 中 进 


行 由 4 到 C 的 转换 。 上 述 方 法 所 得 的 优 策略 将 列 在 下 面 的 表 中 ， 
其 中 上 表示 在 情形 2 与 3 中 的 另 一 个 转换 点 。 
两 项 任务 间 最 优 力量 分 配 表 


iE? BOX EOS (cH a ROCA RE CI o n EAR OT OD 


Sami 2 : 
Geis. | dee | ante! [een 


atbeldte>l1 
f«g 


g«f 


Rm AB) A M 


g=f 


arm. 
d-Fezi 


EH 


E 


(g=t9) 
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atsl, 
del 


(f=%)} 


ates, 
dtes] 


(f=g=~) 


我 们 再 来 讨论 担负 三 项 任务 时 的 兵力 的 战术 分 配 。 此 时 双方 
都 考虑 同时 执行 三 项 作战 任务 一 一 空袭 . 空 防 与 地 面 支援 .为 简单 
计 , 设 红 , 蓝 两 方 具 有 相同 的 空 防 潜力 , 即 每 架 飞 机 若 用 于 空 防 可 
阻止 一 架 敌 机 达到 目标 上 空 ,也 即 设 = /一 1, 再 假设 每 架 进行 攻 
击 的 飞机 若 能 突破 空 防 的 话 ,可 毁伤 停 在 机 场 上 的 一 架 敌 机 ,或 如 
=e=1. 而 由 于 故障 失事 、 偶 然 事故 以 及 防空 火 网 的 射击 损失 现 
均 忽 略 不 计 , 故 设 a=e=1. 最 后 假设 没有 修复 后 重新 参战 的 飞 
机 , 即 r—5--0. 于 是 在 交战 结束 时 双方 存留 的 飞机 分 别 是 ， 

| fio rua (0; P max (0-4) 


ig, -max(0,q —max(0,z—1w)) 

当 讨论 三 任务 模型 时 的 最 优 策略 时 , 便 会 发 现 它 与 两 项 任务 
的 问题 在 以 下 两 方面 是 不 同 的 ,首先 ,最 优 战术 依赖 于 双方 的 相对 
强 弱 ,第 二 ,最 优 的 行动 需要 一 方 采用 混合 策略 ,虽然 寻找 最 优 战 
术 的 方法 与 两 项 任务 问题 的 方法 相仿 ,但 却 更 加 复杂 ,所 以 这 里 略 
去 元 长 的 讨论 ,而 将 结果 利用 列表 形式 给 出 (读者 可 以 检验 ) 。 

并 将 用 双方 相对 强 弱 以 及 和 下 的 打击 次 数 进行 解释 。 在 进行 
描述 时 不 妨 设 一 方 例 如 蓝 方 是 更 强 的 一 方 ,也 即 pee. 但 这 并 不 
意味 着 在 开头 为 强 者 而 在 余下 的 诸 阶 段 总 是 强 者 。 当 然 如 果 局 中 
人 原来 是 强 者 而 每 次 又 都 使 用 优 策略 ,那么 他 在 整个 对 策 过 程 中 
将 会 保持 为 强 者 。 
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1. 00 Æ 2.33 
2.33 Boo 
1.60 € 1. 70 
1.70 至 2.45 
2. 45 Zo 
1.00 B 1.44 
1. 44 至 1. 78 
1. 78 Æ 2.51 
2.51 至 oo 
1. 00 ¥ 1.29 
1.28 £ 1.53 
1.58 € 1.84 
1.84 $$ 2,55 
2. 55 至 oo 
1.00 Æ 1.25 
1. 25 # 1.40 
1.40 € 1.59 


1.59 3X5 1.88. 


1.88 € 2.58 
2. 58 至 co 


0. 415 +0. 59g 
. 555--0. 369 
1. 70g 
. 3254-0. 68¢ 
» 40p +0. 56g 
. 5954-0. 229 
1. 7142 
- 25b +D. 78q 
: 29p +0. 70q 
. 415-0. 51g 
. 6354-0. 11g 
1. 72q 
. 205 +0. 80g 
- 22p+ 0. 789 
- 28A +9. 699 
- 42 p +0. 46g 


. 66 +0. 01q 


1. 724 


0. 592 — 0. 59g 
0. 455 — 0. 369 
0. 754 
0. 68e —0. 68g 
0. 605 —0. 56g 
0. 115 — 0. 22g 
0. 80g 
0. 755 —0. 75g 
0. 715—0. 709 
0. 595—0. 519 
0. 375 —0. 11q 
0. Bdg 
0. 80$ — 0. 80q 
0. 785 —0. 78q 
0. 725 —0. 69q 
0. 58p —0. 46¢ 
0. 34 p —0. 019 
0. 869 


at 


10. 505— 10. 50g 
10. 265— 10. 19g 
9, 545— 9. 099 
8. 215 — 6. 64g 
7. 008 — 3. 55g 
12. 60$ — 12. 60q 
12. 485 — 12, 45¢ 
12. 06e — 11. 86g 


11. 032— 10. 22g 


9. 365— 7. 07g 
8. 00$-— 3, 589 
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下 面 作 一 些 定性 描述 。 

1, 战役 结束 时 的 地 面 支援 。 战 役 结束 时 总 有 一 连 串 的 地 面 支 
援 一 一 即 接近 战役 结束 时 红 、 蓝 双方 都 把 力量 集中 于 地 面 支援 的 
战斗 .在 此 结束 阶段 ,双方 并 不 考虑 其 力量 的 大 小 而 总 是 采取 相似 
的 优 战术 。 若 设 c=j 一 5 一 < 一 1, 则 这 个 结束 时 期 可 由 最 后 两 次 交 
战 组 成 。 | 

2. 蓝 方 ( 强 的 一 方 ) 把 它 的 力量 加 以 划分 。 除 去 双方 有 十 分 相 
接近 的 态势 外 ,双方 在 整个 战役 时 期 都 有 不 同 的 最 优 策略 .在 早期 
的 任何 一 次 交战 中 , 强 者 即 蓝 方 有 一 个 纯 策 略 , 即 存在 监 方 关于 它 
的 三 项 任务 之 最 优 力量 分 配 。 在 这 方面 有 一 个 关于 蓝 方 力量 与 红 
方 力 量 对 比 的 比值 临界 值 (大 约 为 2.7), 它 可 由 以 下 的 方式 在 最 
初 阶段 确定 蓝 方 的 力量 分 配 ; 若 力量 比值 小 于 上 述 临 界 值 ,那么 在 
早期 的 交战 中 的 最 优 分 配 , 强 方 的 力量 由 执行 两 项 任务 的 力量 组 
成 , 妈 空 袭 与 空 防 而 略 去 地 面 支援 ,力量 分 配 的 大 小 依赖 于 双方 的 
相对 力量 的 强 轮 与 在 战役 中 沿 需 进行 空中 交战 的 次 数 ,然而 如 果 
蓝 、 红 两 方 力 量 之 比 大 于 此 痢 界 值 , 则 蓝 方 可 按 固 定 方式 把 其 力量 
分 配 于 三 项 任务 :空袭 、 空 防 与 地 面 支援 ,在 每 次 战斗 中 飞机 数目 
的 分 配 仍 然 依赖 于 剩 下 的 双方 交战 次 数 。 

3. 红 方 ( 弱 的 一 方 ) 将 采取 混合 战术 策略 并 集中 他 自己 的 力 
垣 。 弱 者 在 战斗 时 不 可 能 使 用 一 个 策略 , 它 必 须 在 未 结束 战役 时 的 
ATAA pE RRRA RP FB ,不 象 他 的 对 手 , 弱 者 在 战斗 时 并 
不 存在 执行 单一 任务 的 最 佳 战术 ,他 必须 使 用 混合 策略 ,并 以 较 高 
支付 作为 “ 财 注 ,如 果 他 并 不 太 弱 , 即 若 力量 对 比值 小 于 临界 值 ， 
那么 它 将 把 自己 的 力量 集中 起 来 或 用 于 空袭 ,或 用 于 空 防 ,但 哪 种 
任务 最 为 有 效 却 需 作出 决断 (有 一 定 机 遇 ) .但 若 红 方 相当 弱 ( 力 量 
比 大 于 临界 值 ) , 则 它 将 其 全 部 空军 力量 用 随机 的 方式 投入 到 三 项 
任务 之 一 ,换言之 着 其 力量 与 对 手相 比 相当 弱 , 它 将 在 早期 寻求 机 
会 使 作战 更 有 效 , 它 应 作出 正确 决断 ,以 随机 方式 选取 实际 上 相对 
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频繁 的 任务 。 - | 

4. 混合 并 分 配 力量 。 注意 在 每 次 交战 中 红 方 ( 即 英 者 ) 必 须 对 
蓝 方 的 分 配 (在 同一 作战 任务 ) 作 出 决断 ,所 以 当红 方 相当 弱 时 他 
必须 在 此 三 项 任务 中 作出 决断 ,然而 若 红 方 只 是 适度 的 弱 ( 略 弱 一 
点 ), 它 可 在 两 项 任务 F 
iE & cud 7) Sore xc ja PE 45 n e di BG, 

5. 在 战役 期 间 蓝 方 的 空 防 将 逐步 威 少 。 由 上 上 可 以 预见 战役 中 
的 态势 , 蓝 方 可 将 其 力量 在 诸 作 战 任务 中 分 配 力量 ,而 实际 的 分 配 . 
是 依赖 于 红 、 蓝 双方 的 力量 大 小 以 及 在 战役 中 剩 下 的 战斗 次 数 。 然 
而 随 闭 战 役 的 推进 , 蓝 方 力 量 用 于 空 防 的 比例 将 减少 ,而 用 于 空袭 
的 力量 将 增加 ， 而 在 此 同时 期 红 方 攻 击 蓝 方 的 机 会 也 会 减少 ， 但 红 
方 进行 空 防 的 机 会 将 增多 。 

6. 在 一 个 长 时 期 的 战役 中 蓝 方 的 空 防 情况 ,在 相对 较 长 的 战 
役 中 的 早期 阶段 , 强 方 的 空 防 是 针对 弱 方 的 集中 力量 的 攻击 行动 ， 
在 此 时 期 蓝 方 可 派 遗 一 支 飞 机 架 数 多 赛 与 红 方 的 整个 力量 相 接近 
的 力量 用 于 空 防 ,因为 用 这 样 大 小 的 力量 防御 是 最 有 效 的 。 

LR PRES HEME PRS A 8 次 空中 交战 时 诸 优 战术 
策略 的 组 合 。 表 中 给 出 每 次 交战 的 最 优 力量 分 配 ， 表 的 最 后 一 列 给 
出 了 对 策 值 。 


83 元 对 策 与 冲突 分 析 


在 有 多 方 参与 的 大 型 (军事 ) 冲 突 中 ,各 方 由 于 其 (和 军事) 地 位 、 
实力 .追求 的 目标 (利益 ) 都 不 相同 ,所 以 描述 这 些 问 题 的 模型 一 般 
都 是 非 零 和 非 合作 的 对 策 。 经 典 的 方法 可 能 从 求 出 它 的 Nash 平 
衡 点 开始 ,但 是 这 种 平衡 点 却 未 必 就 是 冲突 各 方 所 追求 或 愿意 接 
受 的 ,以 网 徒 两 难 问 题 来 说 (第 一 章 $ 1 例 2) ,双方 都 坦白 是 他 们 
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的 较 好 策略 ,但 实际 上 两 名 因 徒 可 能 都 选取 不 认罪 的 策略 ,所 以 理 
论 与 实际 并 不 是 一 致 和 的 ,这 里 应 考 虚 局 中 人 本 身 的 愿望 或 偏好 
(Preference) ,以 及 在 此 基础 上 局 中 人 对 其 对 手 行为 的 预测 ,并 在 
预测 基础 上 采取 反应 的 策略 .对 于 激烈 对 抗 的 冲突 ,局 中 人 常常 根 . 
据 对 方 的 行动 作出 针对 性 极 强 的 反应 性 对 抗 策略 。 双 方 都 会 预测 
-对方 的 行动 ,并 调整 自己 的 策略 ,几经 调整 可 能 达到 一 种 稳定 状 
AS ,基于 这 种 设想 ,Nigel Howard 于 1966 年 提出 一 种 新 的 对 策 模 
型 元 对 策 (Metagame), 此 类 对 策 还 有 超 对 策 (Hypergame ) 。 
由 于 讨论 时 涉 玉 局 中 大 的 偏好 并 以 此 为 基础 进行 判断 , 故 策 格 的 
好 坏 也 应 以 此 为 准 , 故 对 于 支付 中 具体 数值 的 (微小 ) 差 异 并 不 是 
重要 的 。 

下 面 给 出 有 关 定 义 及 记号 。 这 里 定义 以 n 人 对 策 形式 给 出 , 考 
BIR D-Ol. (GU en (Pie AFP NS {12sen} SP: ot 
PAAPA  DRBBRRE LON. PR REIR GT s s 
使 对 一 切 s€s. BBA PG insi JEP sets Sis tt Sa) 
成 立 ( 与 前 面 各 章 一 样 ,一 般 设 局 中 人 均 追 求 使 自己 的 支付 一 
max , UPR BRA Cep ，,…,s; ) 为 局 中 人 i 的 合理 结果 ,i 的 所 有 
合理 结果 构成 的 集 称 为 i 的 合理 结果 集 , 记 作 RU. PAE 
依 他 们 各 自 的 合理 结果 集 为 基础 来 寻求 平衡 点 的 。 

定义 11. 3.1 对 策 工 的 平衡 点 为 满足 以 下 关系 的 集合 (TT) 
中 的 一 个 元 素 ; 其 中 

ED)=ARW (11,5. 1) 
并 称 五 (P) 为 平衡 点 集 。 

现在 按 前 述 想法 进行 讨论 。 在 基本 对 策 PAR APA 1 
外 所 有 的 其 他 局 中 人 都 在 卫 中 选取 各 自 的 策略 ,然后 局 中 人 1 再 
根据 其 他 人 的 选择 作出 自己 的 选择 。 这 样 的 对 策 记 作 I RA 
1 在 iP 中 选择 其 合理 结果 ,其 合理 结果 和 集 记 作 RO ,其 他 局 中 
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人 也 可 在 1T 中 求 其 合理 结果 集 ROD, 8€ N. 类 似 地 可 定义 对 
TR RG) RP EEN, RIERA EGIT = AR GP) ,并 比 
RE EGI), IEN. l 

依照 上 面 思路 BiB 作为 基本 的 ,可 以 考虑 r KE 
ID PRAPA ;以 外 其 他 人 选 定 各 自 策略 后 ,局 中 人 i; 再 据 此 选 
择 自 己 策略 的 对 策 ,一 般 可 给 出 对 策 ks EDS IX HL rS FEE 
PMET 如 ,如 ,… 光 为 局 中 人 的 序列 ,其 中 包括 重复 出 现 的 局 中 
人 ,这 里 每 一 个 由 厂 衍 生出 的 对 策 ID Dons D 都 称 
AU DX dist Sao S OMetagame) , 若 r P) AER I ARCS 
理 ) 结 果 (S?Y ,… SORES hk, kT 的 一 个 平衡 点 。 则 称 它 是 此 
元 对 策 的 一 个 元 平衡 点 (Metaequilibriumy , 记 作 E (kiek. r), W 
所 有 此 类 元 平衡 点 的 全 体 的 集 记 作 ETD). 

下 面 通 过 例子 来 说 明 上 述 概 念 。 

f41 1982 年 ,英国 与 阿根廷 之 间 爆 发 了 马尔 维 纳 其 群岛 (或 
柱 克 兰 群 岛 ) 之 战 。 该 群岛 在 战 前 为 焚 国 管辖, 战争 初期 为 阿 占领 ， 
英国 便 面 临 一 个 重新 夺取 该 群岛 的 任务 。 它 可 看 作 两 人 对 策 ,此 时 
英 方 有 两 项 选择 :放弃 夺取 与 继续 再 次 入 侵 , 防 方 也 有 两 个 选择 
撤离 群岛 与 维持 占领 、 现 假设 双方 政府 对 此 四 种 可 能 结果 的 倾向 
评价 顺序 如 下 表 ,这 里 设 英 方 为 局 中 人 1 , 防 方 为 局 中 人 2. 

阿 
撤离 w 维持 占领 
放弃 a [4.22 (1.4) 

= AU is 24] 
这 里 1,2,3,4 表示 偏爱 或 倾向 程度 ,数值 请 大 表示 倾向 程度 你 大， 
第 一 个 数字 代表 英 方 倾向 ,第 二 个 数字 代表 防 方 倾向 由 于 英 方 坚 
持 入 侵 , 阿 方 维持 占领 , 逆 起 马 岛 之 战 。 下 面 用 元 对 策 进行 分 析 。 

不 难看 出 在 对 策 OPE OP RR AC mm). BUDE SS DEO 
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mee. AW RD) = (Caww)s(esm)}.R,7) = ilam), Cc, 
m)} M EUD=R, CNR, = Gm). 

再 考察 对 策 1D BAR RIA $= Gom) ,但 英 方 
是 在 预测 阿 方 的 策略 的 基础 上 选取 自己 策略 的 ,所 以 它 的 策略 为 
阿 方 策 路 的 反应 函数 ,或 说 应 取 形 状 如 下 之 集合 :F=={f1f:5S: 一 
s'}, 这 里 有 如 下 四 种 可 能 ; 

Ji Go)—a, fi Gn) — a BD 3&7 3e [E f] EL P 35] X 3E LEE b s 

fiCw) — c. fi Gn) — c, BD Xr XE CE (ETE GU 35] BEBE s 

FG) a, fi Gi) c. BF GB SE BRAM us SLICE 

(ro 一 com 一 a, 阿 撤离 时 英 入 侵 而 阿 占领 时 英 放 奔 。 

上 面 有 些 结果 在 实际 上 是 荒 雇 的 ,但 在 逻辑 上 应 该 列 出 。 此 时 
对 策 ID 的 支付 为 ; 


阿 
T nn 
f. (4,2) (1.4) 
NE (3,1) (2,3) 
"E (4,2) (2,3) 
f, (3,1) (1,4) 


AW, RAL) = (aww). Ccm), ROT) = (asm), (esm)) ME 
(1r)=Ce,m), 

仿 上 可 建立 2D 的 支付 矩阵 ,并 推出 Ri1 C2) = (law), le, 
w), Ccm} RCD) = (Casm) (eam) Att ECD = Com), 

继续 以 上 分 析 可 考虑 对 策 12D 及 对 策 21D. a 21D 中 局 中 
人 1( 英 ) 的 策略 集 仍 为 Fm UPS! ) ,而 局 中 人 2( 阿 ) 的 策 路 
集 现 在 是 G,— (g: Fu7-5?) ,此 时 从 逻辑 上 看 可 列 出 G; 中 的 16 个 
情形 :8 ，…，,8g:s，* 从 而 相应 的 支付 抢 阵 为 4X16。 这 里 & 是 由 向 量 
FERS Lll Gom wim m0 3S AEE g CAO msg swig 
CD =m gelf =m 等 。 由 于 此 4x16 RR SER 
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(读者 作为 练习 ,可 自己 列 出 ) ,不 难 推出 ;RC21T) = (Ca ws Ce, 
m), Cc,m)}, RA21T)={ (Cam (cem) ,E02D)=Cerm), 类似 
可 推出 R, 2027) = (Caw). (cow), (com)},R,(12P) — (Gam, 
Ceym)) ,五 (127) 一 (ci)。 当 然 分 析 还 可 以 继续 下 去 ,如 讨论 
1217 ,2127 等 等 。 最 后 显然 可 见 每 一 个 元 对 策 均 有 唯一 的 元 平衡 
A Gom. ED) S= Gm). BÜSz oi ARRE YE Cem) ,也 即 双方 
交战 。 注 意 此 时 有 | 


maxmin/, (5s, ,s;) =minmax?’, Csi ,s;) 
t ta 3o | 


miaraka (515552) = aaraa Cs, rsg) 


在 上 面 的 分 析 中 运用 此 种 方法 时 ,由 基本 对 策 " 所 衍生 的 元 
对 策 的 支付 将 全 来 傅 大 ,这 显然 会 为 我 们 进一步 寻求 有 关 元 对 策 
的 合理 结果 和 集 带 来 困难 。 我 们 关心 的 是 CT) ,那么 做 到 哪 一 步 便 
能 得 到 ECP)? 

先 将 局 中 人 串 kek, 中 的 局 中 人 加 以 划分 ,对 于 局 中 人 i， 
HEB Ak 中 最 后 一 次 出 现 i 后 , 它 后 面 的 那些 局 中 人 的 全 
体 的 集 记 作 F,( 或 当 i 不 出 现时 出 现在 kkk, 中 的 局 中 人 的 
集 ); 在 局 中 人 串 bus, PREA F 中 的 局 中 人 且 又 在 最 后 出 现 
的 i 之 前 出 现 的 诸 局 中 人 之 集 记 作 B IE BET EF; 中 又 不 在 B 
中 ,又 非 从 的 请 局 中 人 的 集 记 作 U,, 这 样 一 来 策略 组 ( 即 结果 )5 
可 写作 S= (Sr ,Sa Sy S) ,此 时 有 如 下 的 结果 : i 

定理 11. 3.1 BRM r MERTE see 中 ， 
MF i=, ,Se ,So ,3,) 为 荆 的 一 个 策略 组 ,如 果 


minmaxmin PSp ,Sa Su sS) ,PCS) (11. 3. 2) 
- Sp 5 Sp d xx CH z 


成 立 , 则 H ERE bone D PA EAR ORE), 
该 定理 的 证 明 比 较 宛 长 但 并 不 困难 ,主要 依赖 于 偏爱 关系 
( 亿 ) 的 传递 性 以 及 选择 原理 (公理 ) 等 知识 ,从 略 。 但 当局 中 人 限 
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FPR A RS ETAGER D B BE i RT 
策 为 卫 , 对 局 中 人 长 甲 ) , 若 

max? (sı $2 SP (Sy 952) (11. 3. 3) 
RG, DEE IT 中 的 一 个 元 合理 策略 组 。 这 是 由 于 下 =Bi 一 
£g U, = {2} 之 故 。 而 对 于 局 中 人 2; 由 于 F:= {1} B: =U, = Ø :所 
以 当 maxminP: (s135) KPG: ss) ETG s) 2 YE 17 的 一 个 元 合 
理 策 略 组 ,再 看 21 本 ,对 于 局 中 人 1, 由 于 B= 12), F: =U =o 
ZiminmaxP, (s $52) & Pi (5,55, FY Cs, ;32) 为 局 中 人 1 的 一 个 元 合理 


策略 组 ,同样 在 21T 中 对 局 中 人 2 Z maxmin P: (si ss) P, G, T» 
时 (si) 为 2 的 元 合理 策略 组 。 类 似 地 可 讨论 在 对 策 ar, 对 策 
12r 中 局 中 人 1,2 的 合理 策略 组 的 条 件 , 这 些 条 件 分 别 是 ,在 2 
中 ,对 于 1, ï maxminP, CREPES ARD BTE G 5,029 1 的 合理 策 


RE 组 ,对 于 2， = max P: (s; SSPG s DET CGS) AN 2 的 合理 策 
略 组 ,在 对 策 12P 中 ,对 于 1, ZimaxminP, (5, 52 P, Gi. s; ) 时 


Gios) 为 1 的 合理 策略 组 ,对 于 2, 4minmaxP,(s, s5) P. G, 5) 


BG, 25229 2 的 合理 策略 组 ，。 

读者 可 用 英 阿 马 岛 之 战 的 重子 来 检验 以 上 条 件 。 

定理 11. 3.1 有 一 个 重要 推论 , 它 使 我 们 应 用 于 二 人 对 策 时 感 
到 十 分 方便 。 | 

FEVER TORT hike A EPA Rok, 中 除去 最 
后 的 ( 即 最 著 近 三 的 ?局 中 人 外 ,从 串 中 删 去 任何 一 个 《或 若干 个 ) 
重复 出 现 的 局 中 人 而 得 结果 元 对 策 设 为 ke…& 厂 , 则 此 元 对 策 与 
原来 的 元 对 策 有 相同 的 元 合理 策略 组 。 
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证 只 要 注意 在 此 两 个 元 对 策 中 , 集 F,,B, 及 V, 均 为 相同 的 
集 , 故 由 定理 11. 3. 1 立即 得 到 结果 。 

依 此 推论 ,可 推 知 121P,12121217 与 对 策 21D 有 相同 的 元 合 
理 策略 组 ,而 2222r 5j 2D 有 相同 的 元 合理 策略 组 ,如 此 一 来 对 于 
TAME AMA CUR VU ost HR. BI 17.2D,21D,12P at n 


人 对 策 , 当 然 需 要 考虑 nt 个 上 述 可 能 的 对 策 ,这 些 对 策 对 应 着 局 。- 


中 人 串 中 出 1 到 4 的 w! 种 排列 ,然而 从 应 用 来 讲 x 一 2,3 居多 。 由 
此 推论 可 知 关于 马 岛 之 战 ,分 析 1 夏 ,2 夏 ,12 夏 ,21 厂 便 已 足够 。 
例 1 古巴 导弹 危机 。1962 年 ,美国 政府 声称 发 现 苏联 在 古巴 
布 屠 导弹 ,因此 声称 要 准备 入 侵 古 巴 以 迫使 苏联 撤 走 导弹 .当时 美 
国 可 以 采取 两 种 行动 ,放弃 入 侵 或 准备 入 侵 , 而 苏联 也 有 两 种 策 
略 , 即 撤 走 其 导弹 或 维持 原状 ,对 此 , 依 双方 对 各 策略 的 倾向 程序 
排序 ,给 出 以 下 支付 矩阵 ; 
苏 联 
AGE Cw) 维持 (m2) 
x 放弃 (a) bus ed 


E] ”继续 入 侵 (c) C062 (1,1) 
3E Ri E tf So BT 27 9 BY OL DR ET RAE Com) X Cam) ,这 分 
别 表 示 苏 联 胜利 与 美国 胜利 两 种 结果 ,然而 历史 上 的 结果 却 是 (ae， 
w) , 即 美国 放弃 入 侵 同 时 苏联 撤 走 导弹 ,而 在 寻找 上 述 对 策 的 稳 
定 结果 时 也 提供 过 此 种 可 能 ,不 难 求 出 : 

ROD) = (GG w2,Ca, m2) , ROD) — (Caovo2. Ccw), Ca, 
m)) ' 
R,GD) = {(a,w), lcw), Ga m)) Ri(2T) = (Ga, m), Ce, 
w)) 

R, 2D) — {la w), Cw), lasm) y}, R,C027) = (Ca uw) Ce, 


10) (a m2) 
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RAT) = (Caw), Ceu, Casm)},R: 21D) = (Caw), Ce; 


w).{asm)} 


H F maxmind?; (5,552) = min maxP, 6s, 52) = 2, J& maxminP, Cs, 
5i 5. 5 $i I EP 3) E 
s: )=minmax P; (s, ,52 —2,H. X ^il ECQGID»)-—EQGI)-— (Cw), las 
t^ o 


m)].EQG2D)—E((O1ID)-— (Cas), ou. Ca m2), WR Caw) tE 
是 12 及 21 厂 的 一 个 元 合理 结果 , (cz),(aza) 都 表明 其 中 一 方 
要 失去 面子 ,所 以 必 为 一 方 所 拒绝 ,最 后 双方 都 接受 了 (a rw. 

回顾 上 面 两 个 例 个 ,可 看 出 若 有 策略 组 是 D 的 元 合理 结果 ， 
它 也 是 1P:2P,12m,21P 的 元 合理 结果 ,并 且 若 有 一 个 策略 组 是 
1 的 元 合理 组 , 它 也 是 21D 的 元 合理 组 。 若 把 由 某 个 基本 对 策 衍 
生出 的 诸 元 对 策 称 为 它 的 高 阶 元 对 策 , 则 可 猜想 * 一 个 对 策 的 元 合 
理 结果 也 必 为 以 它 为 基础 的 高 阶 元 对 策 的 元 合理 结果 ”"。 事 实 上 
A: 

定理 11.3.2 4p 5— G5 5.) 为 局 中 人 i EME Esos 
kT 中 的 一 个 元 合理 结果 , 则 它 也 是 i 在 对 策 kkk PTS 
HER, KERKE k 是 何 局 中 人 。 

证 由 定理 11.3.2, EL: 为 准 , 可 将 局 中 人 和 集 划 分 为 FB; 及 
U 由 假设 DE Euer 中 的 元 合理 结果 ,于 是 由 (11. 3. 2) 可 得 : 

minmaxmin?, (Se, ,S5 Su, S.) S P,G) 


再 加 上 局 中 人 器 之 后 形成 局 中 人 串 kkk ek RRA 

在 原 局 中 人 串 use, 中 出 现 过 ,那么 由 本 节 定 理 1 的 推论 ,$ 仍 

然 为 新 元 对 策 的 元 合理 结果 ,否则 , 若 新 局 中 人 六 Ate}. A F; 

Bj xE XL kekok, DE F; 中 ,所 以 上 面 不 会 有 尾 何 变化 ,从 而 (11. 

3. ope 在 名 ko…kr 中 为 元 合理 结果 的 条 件 (注意 已 是 esee 
路 的 元 合理 结果 )。 最 后 着 && 在 原来 元 对 策 的 六 集中 , 则 在 kk: 
RD 中 它 便 进入 B 集中 ,并 且 由 于 : 
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minminmaxminP: (Sr, ,Ss ,Sx, Sv, Si) 
008g Sp S; Sy E MESE 
*minmaxminP; CS», Ss, Sx, ^S, 5 Si) 
B, So Sr 


由 于 六 满足 (11. 3. 2), 当 然 它 也 满足 1E kikke 中 的 相应 条 
件 , Bp S X kika” "bur 中 局 中 人 i 的 元 合理 结果 。 证 毕 。 

此 定理 说 明 对 于 n 人 对 策 ,我 们 只 须 注意 讨论 元 对 策 123… 
nD X n(n—1) 210 或 者 此 ?个 局 中 人 关于 1,2. n 的 任何 排 
列 的 局 中 大 囊 的 情形 .由 此 求 出 元 平衡 组 ,前 由 2 个 局 中 人 作出 排 
列 而 构成 的 诸 局 中 人 囊 bison. 对 应 的 元 对 策 Rika e D AR 
完全 对 策 (Complete game)。 若 一 个 结果 (s? sz ess ES 
全 对 策 中 均 为 元 平衡 组 ， 则 称 此 结果 为 一 个 对 称 元 平衡 (Symmet- 
ric metaequilibrium) 。 

显 见 前 两 例 中 元 平衡 组 ( 即 售 在 Socio SENE 
对 称 的 。 当 然 元 平衡 组 并 不 一 定 都 是 对 称 元 平衡 。 

我 们 来 看 看 实际 应 用 过 程 中 媚 何 使 用 元 对 策 理 论 。 作 为 一 支 
军队 的 指挥 员 或 他 的 主要 参谋 人 员 ,你 或 你 的 上 司 会 对 哪些 问题 
更 感 兴趣 ? 当然 ,可 以 把 所 有 元 对 策 中 元 合理 结果 列 出 来 。 但 在 交 
战 过 程 或 筹 画 阶段 ,也 许 措 挥 员 对 于 可 能 提出 的 一 些 基 本 方案 ,以 
及 在 战场 上 不 断 变化 的 战斗 态势 中 如 何 掌握 主动 、 哪 一 些 方 案 可 
能 是 “稳定 ”的 等 问题 比较 感 兴 趣 。 因 此 我 们 便 必 须 对 如 何 选择 基 
本 方案 作出 分 析 . 这 种 分 析 的 目的 便 是 研究 在 (军事 ) 冲 突 中 分 析 、 
检验 某 个 特 味 方案 或 合理 策略 结果 在 元 对 策 意义 下 是 稳定 的 。 由 
了 于 作 此 类 研究 时 必然 涉及 人 (双方 指挥 员 ) 以 及 当时 所 处 的 客观 政 
治 . 经 济 . 军 事 斗 争 的 环境 ,并 由 于 各 自 代表 的 利益 ,一定 会 对 各 种 
不 同 基 本 方案 有 各 自 的 偏好 (或 倾向 性 ), 所 以 应 先 了 解 冲突 各 方 
主要 决策 人 (或 央 策 集团 ?的 倾向 性 ,并 假设 他 拉 能 在 任何 两 个 方 
案 之 间 建立 起 偏好 或 无 差 蜡 的 顺序 。 不 过 在 作 冲 突 分 析 时 一 方 的 
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局 中 人 当然 可 对 自己 关于 各 种 方案 的 篇 好 与 倾向 性 进行 排序 ,对 
汪 其 他 各 方 的 局 中 人 关于 各 方案 的 偏好 顺序 也 应 作出 一 种 恰当 的 
估计 ,并 在 此 基础 上 进行 工作 。 

在 具体 进行 分 析 时 可 按 以 下 步骤 进行 : 

1. 列 出 所 有 局 中 人 以 及 所 有 的 方案 或 策 路 ,当然 局 中 人 还 可 
能 增添 或 变化 其 他 方案 或 策略 。 

2. 找 出 可 作 稳 定性 检验 的 方案 或 策略 结果 (把 明显 不 需 检 验 
857; SEXES , 剩 下 来 的 应 作 检验 ), 称 它们 为 基本 方案 集 ， 

3. 选取 一 个 局 中 人 并 检验 诸 方案 , 找 出 对 他 来 说 为 元 合理 的 
那些 方案 ,然而 再 按 以 下 步骤 来 讨论 分 析 。 , 

4. 在 上 述 基 本 方案 中 找 出 关于 此 局 中 人 的 所 有 的 单 边 改进 
(Unilateral improvements , 简 记 为 UTD), 它 是 指 在 其 他 局 中 和 人 《在 
各 个 基本 方案 中 ) 仍 然 保 持原 来 策略 不 变 的 前 担 下 ,此 局 中 人 所 更 
偏爱 的 结果 (或 基本 方案 ) 能 通过 他 单方 面 改变 自己 的 策略 而 达 
到 。 通 过 一 系列 工作 , 当 该 局 中 人 已 无 任何 单 边 改进 时 , 便 转 入 步 
JR 3, 检 验 另 一 个 局 中 人 。 

5. 若 对 某 局 中 人 存在 有 单方 改进 的 同时 ,其 他 局 中 人 若 有 针 
对 他 的 制裁 (Sanction ) 一 一 它 是 指 当 改变 他 们 的 策略 时 ,不 论 此 
局 中 人 选择 什么 方案 ,他 都 应 面 对 他 不 喜欢 的 结果 (或 基本 方案 )， 
制裁 简 记 作 S ,假若 存在 制裁 ,把 它 找 出 来 再 转向 步骤 3, 并 检验 其 
他 局 中 人 。 

6. 若 此 局 中 人 有 单 边 改 进而 没有 针对 他 的 制裁 ,我 们 应 再 检 
验 这 些 单 边 改 进 是 否 为 有 保证 的 改进 (Guaranteedimprove- 
ment) WEEG. L) , 它 是 指 车 局 中 人 选择 某 个 方案 并 作出 单 边 
改进 ,而 如 果 对 于 一 切 其 他 局 中 人 对 方案 的 选取 ,此 局 中 人 仍然 仿 
爱 他 所 选 的 这 个 基本 方案 的 结果 ,换言之 这 种 改进 不 受 其 他 局 中 
人 所 作 选 择 的 影响 。 假如 任何 单 边 改 进 都 是 CG. 工 那么 基本 方案 将 
不 是 稳定 的 (因为 任何 方案 都 会 改变 ) ,否则 ,转向 步骤 3, 并 检验 


其 他 局 中 人 。 

7. 若 已 对 所 有 的 局 中 人 进行 过 检验 ,他 们 中 已 没有 任何 人 具 
有 有 保证 的 改进 , 则 称 基本 方案 是 稳定 的 。 
” ”以 上 算法 过 程 1 一 7 与 元 对 策 分 析 密切 相关 。 以 二 人 对 策 为 
例 ,在 对 策 厂 中 ,回忆 (11. 3. 3) 的 条 件 以 及 由 此 推导 出 的 一 系列 
类 似 的 条 件 , 便 可 得 出 保证 455) 为 JP,21 ,2 及 27 中 的 元 合 


理 组 的 条 件 。 如 在 (11. 3. 3») py P, Cs, S02 maxP, ^ +s, AT. CS, H 


52) 为 局 中 入 LEW 中 的 元 合理 组 。 它 说 明 对 于 局 中 人 1, 这 里 没 
ALG, ,sy 更 好 的 单 边 改进 。(11. 3. 3) 还 说 明知 ss 能 使 式 之 左边 


12 K 2D P ,元 合理 性 条 件 如 maxminP， (5) 952) SP (C51 952) WR 


件 说 明 对 于 1 没有 有 保证 的 改进 。 这 表明 在 步骤 4 便 得 到 局 中 人 
1 在 2 中 的 元 合理 组 ,类 似 的 在 第 5 步 可 得 1 在 21P 中 的 元 合理 
组 ,在 步 又 6 中 可 得 1 在 12T 和 2T 中 的 元 合理 组 ,如 果 通 过 这 些 
步 台 , 仍 发 现 有 有 保证 的 改进 ,那么 基本 方案 组 是 不 稳定 的 。 

在 上 述 分 析 中 找 出 单 边 改 进 及 制裁 并 非 难事 ,但 是 寻求 有 保 
证 的 改进 却 可 能 比较 困难 。 | 

下 面 仍 以 古巴 导弹 危机 的 例 作 说 明 。 这 里 我 们 不 妨 描述 得 更 
细致 一 些 。 依 当时 的 国际 形势 ,双方 都 尽量 避免 核 战争 ,因此 并 不 
希望 此 事 不 可 收拾 .在 美方 可 有 空袭 设 在 古巴 的 导弹 基地 ,以 及 实 
行 封锁 两 种 基本 措施 ,它们 可 以 组 合 使 用 ,而 苏联 有 撤 出 导弹 与 使 
冲突 升级 两 种 基本 措施 ,这 四 种 基本 措施 (方案 ) 组 合 起 来 ,可 以 有 
16 种 可 能 的 情况 , 现 将 它们 列 在 下 面 的 表 中 ,并 以 符号 说 明 , 规 
定 : 不 采用 标 以 “0”, 采 困 标 以 “1”, 此 时 有 : 
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101010101010 


0110031020310 


000111 100 00.1 


900000 021121221 


012 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 


8657 132 41210119 . 
164 8 25 3 71210119 


RA et FF 


表 中 含义 已 规定 如 上 ,例如 标号 6 的 结果 表明 美方 进行 封锁 ， 


而 苏 方 撤 出 导弹 ,不 难看 出 标号 为 11 一 15 的 四 个 结果 都 是 “不 可 
行 ” 的 (或 不 现实 .不 合 逻 辑 的 ), 故 在 以 后 的 分 析 中 去 掉 它 们 ,这 就 


做 完了 上 面 的 步骤 1 和 2. 
FEL be 5 果 进 行 双方 的 偏好 的 排序 ， EE HAR FE Bas FZ 95 i 


位 、 实 力 、 双 方 所 获得 的 对 方 的 情况 以 及 战略 思想 来 排 定 ,我 们 把 
它 填 到 表 上 的 下 方 . 但 是 为 了 下 面 的 分 析 , 再 按 美国 与 苏联 分 别 列 


出 。 其 中 最 左 端 的 是 局 中 人 最 偏爱 的 。 


美方 偏好 序 
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列 出 双方 偏好 序 后 ,下 一 步 是 找 出 双方 的 UI GR. WS 
例 , 当 考察 方案 表 中 结果 1 时 ,这 表明 美方 进行 空袭 而 苏 方 并 不 也 
_ 以 理 皮 ,空袭 会 招致 国际 舆论 的 指责 ,这 种 情况 不 如 改 为 封锁 , 即 
表 中 结果 2, 即 对 美方 来 讲 结果 1 可 改进 为 结果 2. 若 他 再 考察 结 
果 6 时 , 即 由 于 美方 封锁 而 导致 苏 方 撤 出 导弹 ,能 否 更 进一步 通过 
其 他 (如 谈判 等 外 交 方 式 ) 手 段 而 不 使 用 封锁 便 迫 使 苏 方 撤 出 ,这 
是 结果 4, 邯 由 6, 有 一 个 UI 使 之 达到 结果 4, 当 然 ,美方 视 结 果 4 
为 合理 的 。 再 考察 结果 5, 此 时 美方 采用 空袭 而 迫使 苏 方 撤 出 ,能 
否 采 用 外 交手 段 而 不 使 用 空袭 使 苏 方 撤 出 而 达到 结果 4? 这 看 起 
来 也 是 可 能 的 , 即 存在 UI 使 由 5 到 4, 但 注意 到 由 .5 也 可 作 单 边 
改进 57) 而 达到 6, 而 结果 6 对 苏 方 来 说 可 能 更 合理 一 些 , 因 此 苏 
方 一 定 会 采取 行动 来 阻止 美方 达到 4, 这 就 是 说 苏 对 美 有 一 个 制 
$ (sanction), 类 似 地 可 以 检验 苏 方 的 情况 ,检验 结果 列 于 下 表 : 


全 面 稳定 
局 中 人 稳定 


偏好 序 UI 


xh BrbRBU BE r 表示 “合理 ”,* 表示 “制裁 ”,u 表示 有 单 边 改进 ， 
以 上 这 些 工作 相当 于 算法 中 的 4 一 7 步 。 

由 表 中 可 见 结果 1,3,8,9,10 是 双方 都 认为 有 改进 必要 ,同时 
也 具有 UI, 因而 它们 都 是 不 稳定 的 ,美方 认为 合理 的 结果 有 4,2， 
11, 另 外 ,结果 8 BA UL, [B AU RE EOM 7; 89 CBIDSE 2778 EHE A 
改进 之 制裁 ), 故 可 能 仍 维持 在 6, 而 不 作 Ul. 同样 苏 方 认为 合理 
结果 为 0,6,5,7, 面 结果 4 虽 有 .ULI, 但 能 被 对 方 制裁 , 故 仍 应 维持 
4, 从 而 双方 同时 认为 合理 并 能 保持 不 变 者 为 6,4, 最 后 的 实际 结 
RA 6. 

冲突 分 析 是 作 宏 观 决 策 分 析 的 重要 方法 , 它 有 广泛 应 用 前 景 
与 范围 。 读者 如 有 兴趣 ,可 参阅 Niall M. Fraser 及 Keith W. 
Hipel; Conflict Analysis ,North—Holland , 1984. 

对 策 论 在 军事 中 还 有 许多 重要 应 用 ,读者 可 进一步 阅读 有 关 
资料 与 文献 。 
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Br 录 


本 附录 的 目的 是 介绍 与 廿 集 有 关 的 一 些 重 要 结果 。 这 些 结果 
已 在 本 书 中 得 到 广泛 的 使 用 .我 们 略 去 多 个 比较 困难 的 证 明 ( 仅 指 
出 出 处 ), 而 对 其 它 大 部 分 结论 均 作出 详细 的 论证 。 


$1 m 集 


WX E-TERCRESE.K BX 61— T TR. MRK 中 

任何 两 点 的 连 线 眉 都 含 在 K 中 , 即 
ry€K,iA€[0.1]-4x--(4u—420y€ K 

则 称 天 AGR. 

显然 ,两 个 凸 集 的 代数 和 是 凸 集 ,任意 多 个 凸 集 的 交 也 是 凸 . 
f. š 

“对 于 一 个 不 一 定西 的 集合 5, 所 有 包含 5 BSEC DO E 

Wr S HGE. iA convS. 显然 ,conv 是 包含 5 HR)’ GR, 
而 且 容 易 证 明 ,tonvS 就 是 5 中 元 素 的 所 有 凸 组 合 的 全 体 , 这 里 赂 
组 合 指 的 是 三 kz, 其 中 k 是 自 然 数 ,zt， Ux € 5S. E Ad, 


E XA-1. 

关于 凸 集 ,一 个 最 基本 的 事实 是 如 下 的 凸 集 分 离 定 理 。 

定理 1.1 i K oK: 是 X 中 的 两 个 不 相交 的 闭 凸 集 , 且 其 中 
之 一 还 是 紧 的 。 那么 存在 一 个 连续 线性 泛 函 了 EX” ,实数 c A e> 
0, (E48 ' 

Fla) meee fI, LEK: 
证 明 见 [1]. 
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以 下 局 限于 讨论 有 限 维 欧 兵 空 间 R^ PH OR. 

定理 1.2 设 天 ,天 , 是 R' 中 两 个 不 相交 的 凸 集 , 则 存在 A€ 
R AANER OL Ard EK 

AMES AAEH HY EO 5 88e BT LA A — 
超 平面 将 它们 分 隔 开 。 

) 证 记 Ky 5 K; 的 代数 差 K,—K, 为 K. 显然 ,天 是 凸 集 , 且 
EK. 仅 需 证 明 存 在 å 4 天 0, 使 得 
(a,220x;0,V rEk (1.1) 

RE K MWA KK gti ns Lim ROCK a. Da 
由 定理 1. 1 直接 推出 ( 且 成 立 严格 不 等 式 )。 现 假定 0€ K/K. BO 
处 于 K 的 边界 上 。 这 时 可 在 玉 之 外 取 一 个 点 列 {ao} 使 as 一 0. 现 
对 每 个 a, 应 用 定理 1. 1.183] 98 90 (4,1. 天 0, 它 满足 

(Ans DSA asus v r€K (1.2) 
此 外 ,假定 所 选 满足 1=1.n 二 1,…， 在 这 种 情况 下 EA) 
的 一 个 收敛 子 列 ,一 X. 再 由 (1.2) 取 极限 ,得 
(Ar) KO, Y rEK 
MAlA|=1. 因此 ,4 即 为 所 求 。 

推论 1.3 iir 是 凸 集 六 边界 上 的 一 点 , 则 存在 一 个 通过 x。 

AY K WI BORDER BI FETE AER 10, 
(Am EGx, Y x€K 
这 从 定理 1.2 的 证 明 里 马上 可 以 看 出 。 

R 中 有 一 类 很 重要 的 凸 集 , 称 为 多 面 凸 集 , 它 可 表示 为 {x| 
Arce), HP A.b 是 具有 适当 阶 数 的 矩阵 和 向 量 。 有 和 界 的 多 面 凸 
集 称 为 凸 多 面体 .直观 上 看 , 凸 狗 面体 就 是 只 有 有 限 个 “顶点 ”的 集 
合 。 这 里 顶点 的 正式 定义 如 下 。 

设 天 是 凸 集 ,zE 天 , 称 z 为 天 的 极点 ,如 果 不 存在 天 中 的 两 
个 点 x? a'r’, RAC (ER e=Az'+ (1 —A) 2". 

定理 1.4 如 果 ze ELR 
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= {z| la; x xb.4—1.2,7.m) 
的 极点 , 则 x。 必 为 某 方程 组 
《ai x)—b,, i€ M, (1.3) 
的 唯一 解 , 其 中 M E MM 二 {1,2,…,m} 的 一 个 于 集 , 可 能 与 x。 有 
X. 
证 AGE xo 满足 
(is xv? =b; 1 一 1,2，…， 力 
(a; xy) «b, i 二 Pi, ,mm 
取 Mo= {1,2,. 22 [X RS WEB 5 C1. 3) 相 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
只 有 零 解 。 实 际 上 ,如 果 这 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 a, 则 对 于 
任意 实数 t,x 二 xo 士 ta 满足 (1. 3), 且 对 充分 小 的 1, 仍 有 
(a; x) «b i— p-r1,:.m 
因此 ,对 于 这 样 的 troia € P. 再 注意 到 


z= Cotta) + Gy— 02) 


所 以 ze RE PHRI SRP. ，、 

因为 形 如 (1. 2) 的 方程 组 只 有 有 限 个 ， 所 以 从 定理 1.4 a EK 
得 ,任何 多 面 凸 集 都 只 有 有 限 个 极点 。 

定理 1.5( 凸 集 表 示 定 理 ) 设 K 是 R* 中 的 一 个 有 界 闭 西 集 ， 
S 是 的 极点 之 全 体 , 则 KK 二 convs. - 

证 Xtn RABA., WR n=l, WE RR E K 就 是 闭 区 
间 [a,6j, 极 点 就 是 两 个 端点 ,此 时 结论 显然 成 立 。 

假定 结论 对 于 RPA ORTH. 显然 , 它 对 于 R 中 的 任 
— n—1 维 凸 集 ( 即 含 在 某 超 平面 内 的 凸 集 ) 也 成 立 。 现 假定 KK 是 
R 中 的 西 集 ,zE 玉 ,下 面 证 明 r 可 表示 为 $ 中 若干 元 率 的 是 组 


a 
Hv 


ER KAMER YES. SR xs y BE LC SEES 
K 的 边界 必 有 一 个 交点 》” ， Ay. Biloy CK. Ae By 5 
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y MOA. FRR y BS 中 若干 元 素 的 凸 组 合 就 够 了 。 
由 于 y 处 于 天 的 边界 , 故 由 推论 1.3, 存 在 一 个 通过 y 的 KK 
的 支撑 超 平面 H — n] pin 一 a}, 即 存在 向 量 P750 及 实数 a, 使 
得 
(piy =a (1.4) 
par) SKa, Vr€ K (1.5) 
现在 考虑 紧 凸 集 KNH. RAR. y HOK 的 若干 极点 
的 凸 组 合 。 
设 y€ AK, A yay, OT D yo HP AE (0.1) oye € 
K. BH BE X RII), 
a =p y) SÀ p y) HOA p, yi 
Kiat (1—Aa=a, 
FRU. (poy) =a, =1,2 B yy EH. RRR HNK 的 任 一 极 
ADAK 的 极点 。 困 此 ,y 是 天 的 若 于 极点 的 凸 组 合 。 


$2 DAR 


设 KCR" 是 一 个 凸 集 ,f:K 一 R 是 尺 上 的 一 个 实 函 数 。 如 果 

V z,y€ K R A€ [0.1]. 
FGr-FO-—AJ XxAfGO-O-—fCG) 

Wir 了 是 凸 的 。 

易 知 ,函数 S KR 是 凸 的 当 且 仅 当 了 的 上 图 

EGQ)— (a. WER LEK y€ Ry f) 

Rumi. Iu CLE HB TS RECS UI Gn) sup ERE LR 
EOS S EGO DECORIS. 

定理 2.1 设 f 是 定义 在 开 凸 集 C 上 的 二 次 连续 可 微 范 数 ， 
则 下 面 三 个 条 件 等 价 ; 

D f US 
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ii) V z,y€C.fGO0 s fla + OV fix).y— 2); 
2 
iii) f Bj Hessian EEC OEC 上 恒 半 正定 ， 


8.r,3.r 

证 SEC LH ARMY AMY /限制 在 C 的 每 一 线段 上 

都 是 凸 的 。 这 又 等 价 于 对 于 任 一 EC,ZER",g(t) 二 f(y 十 志 ) 是 

实 区 间 {tiy 十 :ZEC} 上 的 西 函 数 ,因此 ,定理 可 从 一 维 情形 的 相应 
结论 真 接 推出 。 


$3 ”不 动 点 定理 


定理 3. 1 CKnaster — Kuratowski —Mazurkiewicz) if A 是 
R” 中 的 单位 单纯 形 . 即 
A-—conv(e'|;i€ N} 
Hu N= {L2 onje 是 R 的 第 i 个 单位 向 量 , HRC INI 
是 4 中 的 一 组 闭 子 集 , 满 足 
Yor’, Y SCN (3. 1) 


其 中 A*—convte' [/€ S). NEZ. NCD. 

这 个 定理 可 用 组 合 论 中 著名 而 又 初等 的 Sperner 引 理 来 证 
明 , 见 [2]。 

定理 3.2(Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 5 为 R* ARTEA 
集 ,f 是 一 个 从 S BS ESR. BARE x€ S. EE f(x)= 
GX. 

证 ATA K~K—M 定理 来 证 明 本 定理 ,不 妨 设 $ 是 单位 
单纯 形 ,部 3 一 4. 对 于 一 段 的 情形 。 可 以 通过 一 个 一 一 的 连续 变 
换 将 S 变 成 A. 

tA EEA RS (Cien: 

CS {rlr >a) 
由 了 的 连续 性 知 C 是 闭 的 。 现 设 rE A’. Bp 
420 


| zi-0.V DY i€S.B 211 
如 果 zE UC Wi 
Lfl), 1€S 

对 :ES 作 和 ,并 注意 FG € A8 
1= ya ofr EZ fz) 
ies ies IEN 
这 与 fGO€AGFIB. AECE, 1). 
应 用 K 一 K 一 M EMA CS BITE EAE 
eee file DEN (3. 2) 
上 式 两 端 对 (EN 作 和 ,并 注意 /G0CA.G | 
Dim Yate BAG =I 

因此 ,(3.2) 的 所 有 等 号 成 立 , 即 x^— fr. HEH, 

Brouwer 不 动 点 定理 还 有 其 它 一 些 比 较 初 等 的 证 明 方 法 ,可 
参阅 [2]. 

在 对 策 论 和 数理 经 济 学 中 ,Brouwer 不 动 点 定理 还 常常 不 够 
用 , 尚 需 将 它 推广 成 更 为 一 般 的 不 动 点 定理 Kakutani 不 动 点 
定理 。 

设 SCR’. f EEES EM BARR correspondence), E] 
对 每 一 rE€E5,f(x) 是 R 的 一 个 非 空子 集 。 称 S E r ES 处 上 半 
连续 .如 果 对 于 任何 点 列 {zo) (y CR" ,由 ta 01 yum yo M y. € 
f(z, 221,2, HEE ye FG, MRS ES 的 任何 一 点 都 上 
半 连 续 , 则 称 SES 上 上 半 连 续 ， 显 然 ,上 的 上 半 连 续 性 等 价 于 OF 
的 图 象 {(x,y) ER”|rES,y€E flr) 是 R2 中 的 闭 集 ( 简 称 f EA 
的 ) ,对 于 一 般 的 单 值 函数 ,如 将 其 看 成 集 值 映射 , 则 上 半 连 续 性 就 
是 普通 的 连续 性 。 

定理 3.3 A SERE PH-TPELR.S 是 定义 在 S 上 的 上 
半 连 续集 值 映射 , 且 对 于 每 一 xES,f(x) 是 S HAAFR. WBA, 
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存在 x ES 使 得 x€ f(x). 
证 明 见 [2]. 


§4 Lyapunov 定理 


定理 4.1 (Lyapunov) WE 45.25. ns ERE A SC, 
a) Eft — R DP Es p= (PL sa) Mf pO) = (CAD |A 


€x à m pam. 
跟 不 动 点 定理 一 样 ,这 个 定理 的 证 明 也 比较 困难 。 文 [3j 提 出 
了 一 种 简短 但 稍为 高 深 的 证 明 。 
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